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AVERTISSEMENT 


Le présent ouvrage est le quatrième des cinq tomes d'un Cours de Mathémati- 
ques écrit à l'intention des élèves des classes de Mathématiques Supérieures et de 
Mathématiques Spéciales (types M, M': P, P' et T). Il est conforme uux 
programmes actuellement en vigueur; en particulier, la brève étude des séries 
trigonometriques et des séries de FOURIER qui figurait dans les editions précédentes 
a été renforcée. 


Au prix de quelques complements, nous avons fait en sorte que l'ouvrage soit 
utilisable par les étudiants du premier cycle scientifique des Universités et par les 
candidats aux concours de recrutement des professeurs de mathematiques. 


Conscients du fait qu'un cours de mathématiques peut s'organiser de bien des 
façons, et désireux de respecter le choix des professeurs — auxquels nous n'avons, 
naturellement, pas l'intention de nous substituer — nous avons groupé dans chacun 
des cinq tomes un ensemble cohérent auquel le lecteur pourra se reporter sans 
hésitation. 


Les deux premiers tomes sont consacrés à lAlgèbre et à ses applications à la 
Géométrie. L’'Analyse fait l'objet des Tomes 3 et 4. Tome 3 : Topologie et éléments 
d'analyse ; Tome 4 : Séries, équations différentielles et intégrales multiples. Le 
dernier tome traite des Applications de l'Analyse à la Géométrie. 


e Nous nous sommes efjorcés de respecter au maximum l'esprit des program- 
mes; il nous est toutefois arrivé de traiter certaines questions sous un angle plus 
général que celui qui y figure explicitement. Nous l'avons fait avec modération; c'est 
ainsi que nous avons étudié quelques généralités sur les modules, cependant sans 
aller jusqu'a la notion de module de type fini. 


e Nous avons apporté le plus grand soin au choix des notations. La 
terminologie utilisée est en général celle des programmes et de leurs commentaires. 


C'est ainsi que : 


— pour nous, tout anneau possède un élément-unité, ce qui dispense de parler 
d'anneau unitaire (ou unifère), 
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— nous imposons à tout morphisme d'anneaux de transformer l'élément-unite 
de l'objet en celui de l’image, ce qui évite l'introduction de la notion de 
représentation, 


— nous imposons à tout anneau intègre d'être commutatif. 


— nous convenons que les formes sesquilineaires sont semi-lineaires à gauche. 


e Afin de nous adapter aux exigences des divers utilisateurs de notre ouvrage, 
nous avons utilisé deux corps de caractères, les plus petits étant consacrés: 


— d'une part à des remarques, exemples et contre-exemples qui doivent être 
considérés comme formant un tout avec le texte imprimé en caractères normaux, 


— d'autre part à des compléments réservés à une « seconde lecture » et qui, en 
fait, s'adressent aux élèves des classes M" et éventuellement à ceux des classes T. 


e Nous avons utilisé le signe C], qui peut se lire : « la proposition en résulte », 
pour matérialiser la fin d'une démonstration et annoncer l'introduction d’une idée 
nouvelle. 


e Le double astérisque, *.…,, permet d'isoler un résultat faisant intervenir des 
notions qui n’ont pas encore été étudiées dans le Cours, mais qui sont connues du 
lecteur (à charge pour celui-ci de s'assurer qu'il n'y a pas de cercle vicieux). 


e Le système de repérage est simple : le numéro du tome est indiqué en chiffres 
romains, ceux du chapitre, du sous-chapitre et du paragraphe en chiffres arabes. 
C’est ainsi que 1.5.6.2 renvoie au second paragraphe du sixième sous-chapitre du 
cinquième chapitre du tome I, (le numéro de tome n'étant pas spécifié lorsqu'il n°y a 
pas d'ambiguité). 


Des exercices sont adjoints à chaque chapitre. Bien qu'ils soient de difficulté 
inégale, nous n'avons pas jugé bon de les repérer par des lettres avertissant le lecteur 
de leur difficulté croissante. En principe, les plus faciles sont en tête de chaque série. 
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SÉRIES 


Dans tout le chapitre. K désigne R ou C, E désigne un 
K-e.v.n.. et le plus souvent un espace de Banach. 

Nous avons appris (I.2.1.1, 3°) à associer à toute 
famille presque nulle (a;)., d'éléments de E un élément de 


E, noté > a;. Nous allons essayer de donner un sens au 
(IE 


symbole ÿ a;, alors même que la famille n’est pas presque 
nulle. Nous commencerons par le cas où l'est dénombrable 
(dans la pratique ! = NN) qui sera le cas des séries. Nous 
généraliserons au 1.8, par l'étude des familles sommables. 


1.1. SÉRIE. SOMME D'UNE SÉRIE 


1.1.1. L’espace vectoriel des séries à termes dans un e.v.n. 


1" DÉFINITION. — Soit (a,),.\ une suite d'éléments de l'e.v.n. E. On appelle 


série de terme général a,, et on note Za,, la suite (a, » a) d'éléments de 
k=0 neN 
l'e.v.n. E x E. 


L'élément ÿ a, de E sera noté 4,, et appelé somme des (n + 1) premiers 
k=0O 
termes de la série Za,,; on dira que (4,),., est la suite associée à la série Za,. 
Il nous arrivera d'écrire : a, + a, + ... + a, + ... pour Za,. 


Une série àtermes dansR (resp. C) est dite série réelle (resp. série complexe). 


2° L'espace vectoriel S(E). — En utilisant l'égalité « 


Sa one Ÿ (na, + Bb} 
k=0 k=0 k=0 


valable pour tous ne N, (a, B)e K° et (a,, b,)e E?, on constate que : 
à) L'application de l'espace vectoriel EN dans lui-même définie par: 


(CAR NE: (4 ren avec À, G > dx 
k=0 
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est un automorphisme, l'automorphisme réciproque s’écrivant : 


(4 )yen EE (a,)yen avec do — À» 
et a, = À, — À,-; pour ne N*, 


ce qui montre qu’une série est déterminée par la donnée de la suite associée; 
. « + 4 . . , Ê N 
B) L'application de l'espace vectoriel EN dans l'espace vectoriel (E x E) 
définie par : 


(a,);en =? ((a,, À ,)ren avec À, = ÿ ds 
k=0 


est linéaire. Il en résulte que, au titre d'image de cette application, l’ensemble des 
séries à termes dans l’ev.n. E est un sous-espace vectoriel de (E x E)", que l’on 
désigne par #1(E). 


3° Troncature d’une série. — Si nous ne disposons que d’une suite de la 
forme(a,),.,, avec n, € N*, c'est-à-dire d’une application de N\{0, ...,nç — 1} 
dans E, nous pouvons prolonger cette application en une suite (b,),.\ en 
convenant que b, = Opourn < n,,etqueb, = a,pour n > n,. Nous disposons 


ainsi d’une série Zb, qui sera désignée par le symbole Z a, 


n>ll, 


Inversement, à la série Za, et au naturel n,, nous pouvons associer une 


nouvelle série ZX a,, qui est dite série déduite de Za, par troncature. 


n>zn, 


1.1.2. Convergence et somme d’une série 


1 DÉFINITION. — Soit Za, une série à termes dans l'e.v.n. E. Désignons par 


(Are avec À, = > a, la suite associée. Selon que cette suite est convergente ou 
k=0 
divergente, on dit que la série Za, est convergente ou divergente. En cas de 


+ a 
convergence, l'élément lim À, de E est appelé somme de la série et noté Ÿ a, 
n=0 


Un e.v.n. étant un espace topologique séparé, l’unicité de la limite d’une suite 
assure l’unicité de la somme d’une série. 


REMARQUES. — a) La nature (convergence ou divergence), et éventuellement la somme d'une 
série à termes dans l'e.v.n. E ne changent pas si l’on remplace la norme par une norme équivalente. 
b) Une série Za, et une série XZ «a, qui s'en déduit par troncature sont de même nature. En 
n> hu 
te ns |! 

cas de convergence, la somme de la seconde série est visiblement Ÿ a, — ÿ a,: nous la noterons 

+ © 
5 4, 


nzh 


n = 0 k=0 


1.1.2 SÉRIE. SOMME D'UNE SÉRIE 3 


Plus généralement soient Za, et Zb, deux séries auxquelles on peut associer n, € N tel que 
a, = b,pourtoutn > n,. Alors les séries sont de même nature et, en cas de convergence, les sommes 


n, 7} 
différent de D, (a, — b,). 


k=0 
c) Si (a,),;n €St une suite presque nulle d'éléments de l'e.vn. E, alors la série Zu, est 


convergente et sa somme n'est autre que l'élément Ÿ a, introduit au tome I. 
EN 


2° PREMIERS EXEMPLES — Au point où nous en sommes, l'étude d’une série n’est pas autre 


chose que l'étude de la suite associée. Voici deux exemples dans lesquels on peut obtenir une 
expression simple du terme général de cette suite. 


a) Étude de la série réelle 2 Log (1 + 1/n). 


n>1 


Pour ne N° : Log (1 + 1/n) = Log(n + 1) — Logn. 
D'où: ÿ Log(1 + 1/k) = Log(n + 1). 


k=1 
La série étudiée est donc divergente. 


b) Étude de la série réelle X 


n>1Inn + 1) 
1 1 1 
Pour nEeN* : ——— = - — | 
nn + 1) n n + | 
À 1 
D'où 5 D —— = _— : 
az Kk + 1) n +1 
+ x 1 
La série étudiée est donc convergente, de somme Ÿ —— — 
n=) n(n sd 1) 
REMARQUE. — L'intérêt de la notion de série n’apparaîtra que plus tard, lorsque nous 


montrerons qu'il existe des procédés permettant d'étudier une série indépendamment de la suite 
associée, et donc de ramener l'étude d’une suite à celle d’une série. 


3° Propriétés des séries convergentes. — PROPOSITION I — L'ensemble 
des séries à termes dans un e.v.n. E qui sont convergentes est un sous-espace de 


l'espace vectoriel des séries à termes dans E:; lapplication qui à une série 
convergente associe sa somme est une application linéaire de ce sous-espace dans E. 


Simple conséquence des théorèmes sur les limites de suites. 0] 


REMARQUE. — Soient Za, et Zb, deux séries à termes dans E. Si elles sont de natures différentes, 
la série somme Z(a, + b,)est divergente; mais la série Z(a, + b,) peut converger alors que chacune 
des séries considérées diverge (penser à b, = — a,); des précautions s'imposent donc lorsque lon 
veut « scinder » une série. 


PROPOSITION II. — Soient E et F des e.v.n. et u une application linéaire 
continue de E dans F. Si Za, est une série convergente à termes dans E, alors la série 


+ œ& 
Zu(a,), à termes dans F, est convergente et a pour somme 1 D a.) 
n=0 


Simple conséquence des théorèmes sur la composition des limites. 0 
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PROPOSITION III. — Soit E = [|] E, un produit d’e.v.n.; on note p, la 

k=1 
projection canonique de E dans E,, et q, l'injection canonique de E, dans E. La série 
Za,, à termes dans E, converge si, et seulement si, pour tout k € N,,. la série Zp, (a), 


à termes dans E,, converge. On a alors: 


es a (5 pa) 
5 = 1 n=0 


Se déduit des propositions 1 et II, compte tenu de a, = à g(p,(a)) D 
k=1 


CoROLLAIRE. — Soient E un e.v.n. de dimension finie, (e,), :,<, une base de E, 


et Za, une série à termes dans E. On pose a, = Ÿÿ a,,e,. 
k=1 


La série Za, converge si, et seulement si, pour tout k e À, la série Za,,,, à 
termes dans K, converge. On a alors : 


CAS PARTICULIER. — La série complexe Za, converge si, et seulement si les 
deux séries réelles ZZe (a,) et Z.fm (a,) convergent. On a alors : 


+ oc + & + & 
Y a,= ÿ #e(a)+i) fm(a,) 
n=0 n=0 n=0 


1.1.3. Notion de série absolument convergente 


1° Le critère de Cauchy. — DÉFINITION. — On dit que la série Zu,, à 
termes dans l’e.v.n. E, vérifie le critère de Cauchy si, et seulement si: 


P 
Ve e R* 3N EN Vn >N VpeN D all <E (1) 
k=1 
En utilisant la notation habituelle 4, = Ÿ a, (1) s'écrit: 
k=0 
Ve e R* AN =N Vn > N VpeN 4,4, — Ai < € 


Le critère de Cauchy pour la série Za, n’est donc pas autre chose que le critère de 
Cauchy pour la suite associée (4,),.\. Il en résulte : 

THÉORÈME. — Une condition nécessaire pour qu’une série à termes dans un 
e.v.n. converge est qu’elle vérifie le critère de Cauchy. Si l’e.v.n. est complet (et, en 
particulier, si E — R ou C) la condition est suffisante. 
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En prenant p = 1 dans le critère de Cauchy, on obtient : 


COROLLAIRE. — Une condition nécessaire (mais non suffisante) pour que la 
série Za, converge est que la suite (a,),.\ admette O pour limite. 


REMARQUES. — a) Dans certains cas, ce corollaire suffit à prouver la 
divergence d’une série. C’est ainsi que la série complexe Zu", où a € C vérifie 
la] > 1, est divergente. 


b) Enrevanche la série réelle Z 1/n, dite série harmonique, diverge, bien que 
lim (1/n) = 0. de 


nn +00 


En effet, pour tous ne N*et ke N,, on a : 1/(n + k) > 1/(2n). 
D'où : VneN* Ÿÿ 1/(n + k) > 1/2. 
k=1 


La série harmonique ne vérifie donc pas le critère de Cauchy. CO] 


2° Séries absolument convergentes. — DÉFINITION. — La série Za,, à termes 
dans un e.v.n. E, est dite absolument convergente si, et seulement si la série Z|}u, || à 
termes dans R, est convergente. 


THÉORÈME. -— Toute série absolument convergente, Za,, à termes dans un 
e.v.n. complet E est convergente, et vérifie : 


+ æ + & 
Z all < » lla,ll 
n=0 n=0 


Soit € € R*. D’après le théorème du 1°, il existe N e NN tel que : 


[4 
Vn>N VpeN D lla,.l <E€ 


k=1 


À fortiori : 


Vn>N VEN <e 


P 
> Zn+k 
k=1 


E étant complet, d’après le critère de Cauchy (compris comme condition 
suffisante) la série Za, converge. 


L’inégalité entre sommes s’obtient, par passage à la limite, à partir de : 


n n 
VneN > all < >» la] 0 
k=0 k=0 
EXERCICE PROPOSÉ. — Soit E un e.v.n. Prouver l'équivalence des assrrtions : 


1) E est complet; 
ii) Toute série à termes dans E qui est absolument convergente est convergente. 
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1.2. ÉTUDE DE LA CONVERGENCE ABSOLUE D'UNE SÉRIE 


Les derniers résultats obtenus nous incitent à étudier d’abord une série à termes 
réels positifs. 


1.2.1. Convergence d’une série à termes réels positifs 


1 THÉORÈME. — La série Zu,, à termes réels positifs, est convergente si, et 


n 
seulement si la suite associée (4,),.1. avec 4, = ÿ 4, est majorée. La somme de 
A=0 
la série est alors la borne supérieure de { 4,]n € N;. 
La série est divergente si, et seulement si: lim 4, = + (. 


n— + 


La suite associée à la série étant ici croissante, on applique III 4.2.2,4. C3 


REMARQUES. — a) Ce théorème justifie la notation, valable pour toute série Zu, à termes réels 
positifs : 

+ +œo 

Y a, < + œ si la série converge, Yu, = + œ si elle diverge. 

n=0 n=0 


b) Pour une série réelle quelconque, une condition nécessaire, mais non suffisante de 
convergence est que la suite associée soit bornée (penser à Z(— 1)”). 


2° Les critères de comparaison. — THÉORÈME. — Soient Za, et 2b, 
deux séries à termes réels positifs vérifiant : 


VnEN a, < b,, 


i) Si la série Zb, converge, alors la série Za, converge et: 


0< ÿ a,< > b, (1) 
n=0 n=0 


ii) Si la série Za, diverge, alors la série Zb,, diverge. 


[oi : é : 
VneN S a < » b, 
k=0 k=0 


et i) est un corollaire du théorème du 1°; üi) s’en déduit par contraposition. [] 


REMARQUES. — a) Il résulte de ce théorème que la propriété pour une série à termes dans un 
e.v.n. Ed'être absolument convergente n'est pas modifiée quand on remplace la norme par une norme 
équivalente (ce n’était pas évident !). 
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b) Hormis l'inégalité (1), le théorème précédent reste valable sous l'hypothèse moins forte : 


MEN Vnzn, a. <b, 


CoROLLAIRE. — Soient Za, et Zb, deux séries à termes dans R* vérifiant : 
d,+1 b,+: 
= N Vn > a 
ho € nZzho — D 


i) Si la série Zb, converge, alors la série Za, converge; 
ii) Si la série Za, diverge, alors la série Zb,, diverge. 


En raisonnant par récurrence, on vérife : 
Vn>zns 4, <kb, avec  k = a,/b,. 


On conclut par le théorème et la remarque précédente, compte tenu de ce 
que, puisque k 4 0,les séries Zb, et Zkb, sont de même nature. 0 


3° Application à l'étude de la convergence absolue.— PROPOSITION Ï. — 

Une condition nécessaire et suffisante pour que la série réelle Zu, soit 

absolument convergente est que les deux séries à termes réels positifs Za* et Za,, 
avec : 


a+ — sup(a,,0), a, = sup(— a,, 0) 


soient convergentes. 


La condition est nécessaire. — Résulte du 2°, compte tenu de : 
O<aÿ <la]j et 0<a; <a, 


La condition est suffisante. — Compte tenu de |a,| = a* + a, ,cela résulte de 
la convergence de la somme de deux séries convergentes. mu 


m 


PROPOSITION II. — Soit E = [| E, un produit d'e.v.n. ; on note p, la projection 

k=1 
canonique de E dans E,. Une condition nécessaire et suffisante pour que la série Za, 
à termes dans E soit absolument convergente est que, pour tout k e N,, la série 


Zp,(a,), à termes dans E, soit absolument convergente. 


Nous pouvons adopter ÿ ||p(x)|| pour norme de xe E. 
k=1 


La condition est nécessaire. — Résulte du 2°, compte tenu de : 


VneN  |lp,(a,)ll < Ila,il 


La condition est suffisante. — Compte tenu de {la,ll = à |Ip,(a,)|, cela 


résulte de la convergence de la somme de m séries convergentes. um 
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CoROLLAIRE. — Soient E un e.v.n. de dimension finie, (e,),.,<, une base de 


E, et Za, une série à termes dans E. On pose a, = Ÿÿ a,,e,. La série Za, est 
k=1 

absolument convergente si, et seulement si,pour tout k € N,, la série Za, ;, à termes 

dans K,est absolument convergente. 


CAS PARTICULIER. — La série complexe Za, est absolument convergente si et 
seulement si les deux séries réelles Z %e(a,) et 2 #m (a,) sont absolument 
convergentes. 


4 Domination et convergence. — PROPOSITION I. — Soient Za, et Zb, 
deux séries à termes réels positifs verifiant a, — O(b,), au voisinage de + oo. 


i) Si la série Zb, converge, alors la série Za, converge. 
li) Si la série Za, diverge, alors la série Zb, diverge. 


Compte tenu de la positivité, l'hypothèse implique (IIL.5.1.2) l'existence de 
nneNetdexeR* tels que: 


În>n 0 < a, < ab. 
Puisque à # 0, les séries Zb, et Zxb, sont de même nature. On applique 


le 2‘. [] 


CoROLLAIRE I. — Soient des séries Za, à termes dans un e.v.n. E et Zb, à 
termes dans R, , telles que, au voisinage de + >, 4, = O(b,)et que Zb, converge. 
Alors Za, converge absolument. 


En effet, au voisinage de + o : |ja,l| = O(b,). Q 


CoOROLLAIRE II. — Soient deux séries réelles, Za, et Zb,, telles qu'il existe 
nn EN et (a, B)e(R*})° vérifiant : 


Vn>nos (b, > 0) À (x < a,/b, < B) 
Alors les deux séries sont de même nature. C] 


Pour n >n,,0ona a, > 0et b, > 0. Au voisinage de + oo, a, = O(b,)et 
b, = O(a,). E] 


PROPOSITION II. — Soient des séries Za, à termes dans un e.v.n. E et Zb, à 
termes dans R, , telles qu’il existe k € E\{0} vérifiant : a, — kb,, au voisinage de 
+ co. 


1) Si Zb, converge, alors Za, converge absolument, 

ii) Si Zb, diverge, alors Za, diverge, 

iii) Si E est complet (et, en particulier, si E — R ou C) les deux séries sont de 
même nature. 


— L'hypothèse impliquant a, = O(b,) au voisinage de + oo, i) résulte du 
corollaire Î précédent. C] 
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— Supposons ici que la série Zb, diverge;comme k # 0, et comme, au 
voisinage de + 00, a, — kb, = o(kb,), il existe n, e N tel que: 


k 
vn > molle, — kb, < bb, 


Soient (n, p)e N°, avec n > n,. On a : 


n+l kb, +) 


n+i 


P 
< » la,+, — kb, < — 
1=1 


TMS 
S à 


[= 1 


et a fortiori (du fait de l’inégalité triangulaire) : 


Lune a 


Si la série Za, convergeait, elle vérifierait le critère de Cauchy (compris comme 
condition nécessaire); a fortiori la série réelle Zb, vérifñierait le critère de Cauchy 
ce qui constituerait une contradiction avec le fait que cette série diverge. [] 


—. Enfin l’assertion iii) résulte de 1) et 11), compte tenu de ce que si E est 
complet, la convergence absolue de Za, implique sa convergence. O0 


REMARQUE. — Il suffit, pour que la proposition II reste vraie, que Zb, soit une série réelle 
vérifiant : 


INEN Vn>N b,2> 0, 
ou encore (ainsi que le lecteur le vérifiera) : 
1NEN Vn2N b,< 0. 


En revanche, nous exhiberons au 1.3.3, deux séries réelles Za, et Zb, qui sont de natures différentes 
bien que, au voisinage de + © :a, — b,. 


5° Les séries de référence. — Nous venons de voir que dans certains cas, 
l'étude de la convergence d’une série réelle Za,, ou celle de la convergence absolue 
d’une série Za, à termes dans un e.v.n., se ramène à l’étude de la convergence 
d’une série Zb, à termes réels positifs. 

D'où l’idée d'introduire des séries de référence, de nature connue, suscepti- 
bles de jouer le rôle de Zb,. Nous commencerons par celles qui correspondent à 
l'échelle de comparaison la plus usuelle, au voisinage de + oo, à savoir l’échelle 
des puissances. 


1.2.2. Comparaison d’une série avec une série de Riemann 


1 
1° Séries de Riemann. —- DÉFINITION. — Toute série réelle de la forme 2 — 


, 
n>in 


où à e R est donné, est dite série de Riemann. 
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1 
PROPOSITION. — La série de Riémann Z — converge si, et seulement si 
n>17 
x > Î. 


— Pour à = 1, il s’agit de la série harmonique, qui diverge (1.1.3, 1°). 
— Pour « < 1, la divergence est une conséquence de la divergence de la 
série harmonique, compte tenu de : Yn e N* l/n < l/n°. 


— Supposons x > 1. Étudions la série ZX a, avec 


n > 


1 | 
a, = — " ————— 
FOR (nn +1}! 
De : 
de 1 
a = 1 — ———— et lim (n +1}! = + oo, 
À ï (n + É A ) 


on déduit la convergence de la série ZX a, 


n > 1 


1 m7 œ — 1 
En écrivant : a, = = ( — ( + ) } on constate que: a, — 
n° n n° 
au voisinage de + oc. 
x — Î 
En utilisant la proposition II du 1.2.1,4°, on en déduit que la série 2 —— 


n >l 


est de même nature que la série ZX a,, c'est-à-dire convergente; comme 
n>2l 


x — 1 Æ O, il en est de même pour la série ZX 1/n°. [] 


n >] 


2° Règles dites « de l'ordre ». — PROPQSITION I. — Soit Za, une série à termes 
dans un e.v.n. E telle qu’il existe ke E\{0} et «à eR vérifiant: a, — kn *, au 
voisinage de + 00. 


i) Si « > 1, alors la série Za, converge absolument (et converge si E est 
complet); 


ii) Si & < 1, alors la série Za, diverge. 


On applique la proposition II du 1.2.7, 4. 


PROPOSITION II. — Soit Zu, une série à termes dans un e.v.n. E. S'il existe 
a > 1 tel que la suite (n°||a,|l),.\ soit bornée, alors la série converge absolument. 


1 
En effet, au voisinage de + «,a, = O (:) O 
n 
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PROPOSITION III — Soit Za, une série réelle. S'il existe à« < 1 tel que: 


lim n°a, = + oo (resp. lim ñ#°*a, = — ) 
n n 


n+ +00 nr + © 


alors la série diverge. 


Supposons lim n°a, = + co.IÏlen résulte qu'ilexiste n, e Ntel que a, > 0 


n— + © 


1 
dès que n > n,. De plus, au voisinage de + 00, — — O(a,). CO 
n 


3° EXEMPLES. — a) Étude de Ya, avec a, = \/n? + n + 1 — n° + an? + Bn + y.Onobtient 
aisément le développement limité au sens fort, au voisinage de + wo: 


1 à 3 a? B\i 1 
a=-——-+|-+—--)-+01—). 
2 3 8 9  3/n n° 
1 CAS: à # - La série, dont le terme général ne tend pas vers 0, diverge. 


3 15 5 B\l 
2° Cas: à = 7 B # Fe Alors, au voisinage de + ©, a, — Ê — F). La série diverge. 
n 


15 1 
3 Cas:a = . B = à Au voisinage de + o,a, = O el La série converge. Le lecteur notera 
n 


que le recours à un développement limité au sens fort nous a permis de nous en tenir à l'ordre 1, même 
dans le troisième cas. 


1\" 
b) Étude de la série réelle Z a,, avec a, = (cos _) , YER. 


n > n 
Pour n > 1, nous avons: cos (1/n) > 0. Écrivons, au voisinage de + , 


1 l 
Log a, = n' Log (cos ‘) = — + o(n'”?) 
n 


1er Cas: y < 2. Ici: lim (Log a,) = 0,et lim a, = 1. La série diverge. 


1 
2 Cas: y = 2. Ici: lim (Loga,) = —-,et lim a, = e7!/2. La série diverge. 
n— + © 2 Rn+ax 


3 Cas:y > 2.Ici: lim a, = 0. Étudions n°a,, où a est, pour le moment. un réel quelconque. 
ñn—+ +0 


Log (n°a,) s'écrit : 

1 1 2a Logn 

a Log n + n' Log | cos - } = — -n'7?|1 — — + o(1) 

n 2 n'7? 

Comme Y > 2, nous avons, quel que soit «: 
2a Log n | 
Em = 0, et lim (n°a,) = 0. 
n— + æ@ nn 2 n— + & 


11 suffit d'adopter « = 2, et d’utiliser la proposition II pour constater que la série converge. 
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1.2.3. Comparaison d’une série avec une série géométrique 


1° Séries géométriques. — DÉFINITION. - Toute série complexe de la forme 
Za”, où a e C est donné, est dite série géométrique. 

PROPOSITION. — Soit la série géométrique Za”. Si la] > 1 elle diverge. Si 
la] < 1 elle converge et a pour somme 1/(1 — a). 

— Supposons ja] > 1. La suite (a”),.\ n’admet pas O0 pour limite. Il en 
résulte que la série Za” diverge. 

— Supposons |a| < 1. D’après le calcul de la somme des termes d’une 
progression géométrique dont la raison n’est pas 1, nous avons: 


1 a+! 
VneN D & = — 
k=0 1 — € 1 — 
La proposition résulte de lim a"*1=0, O 


2° Règle de Cauchy. — THÉOREME. — Soit Za, une série à termes dans un 


e.v.n. E. On note À € R la limite supérieure de la suite (||a,||!/").\+, telle qu'elle a été 
définie au ITE.2.3.6, 5°. 


il) SiA < 1, alors la série Za, est absolument convergente (et convergente si E 
est complet); 


ji) Si À > 1, alors la série Za, est divergente. 


iii) Si À = 1, on ne peut pas conclure a priori,et on parle de cas douteux de la 
règle de Cauchy. 


Rappelons d'abord que lorsqu'une suite (x,),. \ d'éléments de R, admet une 
limite dans R, celle-ci est à la fois lim sup x, et lim infx,. Le théorème 


s’'appliquera donc dans le cas où la suite (||a,||"/”"),. admet une limite dans R, 
cette limite jouant le rôle de À. Passons maintenant à la démonstration: 


1) Supposons À < 1. Choisissons pe R, tel que À < p < 1. D’après la 
définition d’une limite supérieure, 1l existe ne N tel que, pour tout 
n > no, |la,ll'" < Li, ce qui s'écrit |la,]| < pu”. 

D’après le théorème du 1.2.1, 2°, la convergence de Zu" entraine celle de 


Z2|la,l ml 


ii) Supposons À > 1. La suite (||a,||"/"),. admet À pour valeur d'adhérence; 
pour tout Ne, il existe n > N tel que [la,||"/”" > 1, ce qui s'écrit |lu,|| > 1; la 
suite (a,),., n'admet pas 0 pour limite. C 


l 
iii) Considérons par exemple une série de Riemann 2 —, xe R. On 
n>lnñ 


constate À = limn “= 1. Or la série converge si à > 1, et elle diverge 
Sia< Î. n+x C] 

Notons cependant que, dans le cas où [la,||'" tend vers 1 par valeurs 
supérieures la série (a,),., n’admet pas 0 pour limite; on peut alors affirmer que la 
série Za, diverge. 
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EXEMPLE. — Série réelle ZX a,, où a, = (ch ln)" 
n >|] 


a!" 


(ch 1/n}="° = exp(— n? Log (ch 1/n)). 


De lim (— ñn?Logi(ch 1/n)) = — 1/2, on déduit lim ul" —e!?. La série considérée est 


nty n+x 


convergente. 


3° Règle de d’Alembert. — THÉORÈME. - Soit Za, une série à termes dans un 
e.v.n. E, vérifiant : 


in, Vn>znho 4, À (. 
On note respectivement LeR et [ER la limite supérieure et la limite 


a, 
inférieure de la suite ( 1 
a, n 


i) Si L < 1, alors la série Z a, est absolument convergente (et convergente si E 
est complet); 


ii) Si > 1, alors la série Z a, est divergente: 


il) Si < 1 < L on ne peut conclure, et on parle de cas douteux de la règle de 
d’Alembert. 
la, + 11] 


la, Il 


dans R, celle-ci pouvant jouer à la fois le rôle de Let celui de {. En voici la 
démonstration : 


Le théorème s'applique dans le cas où la suite | | admet une limite 
nZzn, 


1) Supposons L < 1. Choisissons ke R tel que L< k < 1. Ilexisten,eN 
(vérifiant n, > no), tel que, pour tout ñn > n,, 


a se. à IA b 
I | < k, ce qui s'écrit Ia + 111 < n+i 


=> , 
Ile, il Ila;ll b, 


avec b, = kr. 


D’après le corollaire du 1.2.1, 2°, la convergence de X k" entraîne celle de 
2 |la,ll. 0 


ii) Supposons / > 1. Il existe n,e N (vérifiant n, > n,), tel que, pour tout 


Ia, + 11 


RZN, ——— PA > 1. On a donc |la,|| > |la, ||, pour tout n > n,, La suite (a,),.\ 


n’admet pas 0 pour limite. 0 


ii) Dans le cas d’une série de Riemann, on a ! = 1 = L, mais on ne peut 
conclure a priori. Q 


Dans le cas où |la,,|l/Ila,il tend vers 1 par valeurs supérieures, on peut 
cependant affirmer que la série Z a, diverge. 


n! 
EXEMPLE. — Série réelle Z a, acec a, = — 
n>l n° 


u, + ] . dt L au, + 1 2 FRS 
- =\1+-}. D'où lim ——- =e ‘. La série converge. 
ñ 


u, nn + u, 
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Compléments sur le « cas douteux ». — Il existe de nombreux procédés pour étudier une série à 
termes dans R*, lorsqu'on se trouve dans le cas douteux de la règle de d'Alembert (cf. exercices 1 et 2). 
On pourra en particulier, utiliser : 


PROPOSITION. — Soit Z a, une série à termes dans R* à laquelle on peut associer deux réels à et B 
tels que, au voisinage de + oo : 


dh+1 x l 
= 1--+0\—), avec B > 1. 


a, n n\ 


k 
Alors il existe k € R% tel que, au voisinage de + co : a, — — (ce qui implique que la série converge 
n° 
si, et seulement si à > |). 
Il s'agit de montrer que la suite (n”’a,),. A+ admet une limite dans R% c'est-à-dire que la suite 


(B,),en avec B, = à Login + 1) + Log u,,, est convergente. Il revient au même de montrer que la 
série Zh,, dont (B,),.\N €st la suite associée, est convergente. Pour ne N*, on a: 


dy + 
b,=8B,-B,_, = aLogi(l + 1/7) + Log . 
a, 
I 
D'où, au voisinage de + x :h, = O| — |, avec y = min (2, B). Q 
n' 


2.4. ...(2n — 2).(2n) 


ExEMPLE. - Étude de la série X a, avec à, = 
3.5. ...(2n — 1).(2n + 1) 


Ici 


+1, 2n +2 1 1 
= = { — — + O|\—}. La série diverge. 
a, 2n +3 2n n? 
Voici une application de la proposition précédente : 
Formule de Stirling. — PROPOSITION. - Au voisinage de + © : 
n!- /2nn n'e”” 
Posons a, = n!n "e”. Au voisinage de + wo: 


A,+1 l l 1 
=expll -nLog|\1+-}]=1+—+01—| 
a, n 2 . 


n n 


Il existe donc k e R% tel que : au voisinage de + oo, a, — k vi n, ce qui s'écrit : 
n! - k/nne" (1) 


— Pour déterminer k, utilisons les intégrales de Wallis : 
x/2 
I, = [ sin ”? dt. 
[o 


Au 115.6.7.2, 5, b, nous avons trouvé une expression de I, et l,,,,, dont nous pouvons déduire : 


PÈRE 24 .(p!}* 2 
L,  (Cn1Cr+0tr 


(pe N). 
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Nous avons d'autre part montré : 


4 Dp+: 
lim = | 
n+s 1 


(2) 


2p 


En utilisant (1), nous avons, au voisinage de + ©: 


1; 24P.k4, p?.p*r.e7#P 2 


L k2../2p{2p + 1).(2p}*7*1( + 1/2p}rtle tr in 


| PE k? 
Comme (1 + 1/2p}7*! = e, il vient : si 


Ly_ 27 
Compte tenu de (2), on en déduit : k = 2. O 


4 Comparaison des règles de Cauchy et de d'Alembert. — PROPOSITION. — Soit (u,),;:\ 
une suite de réels strictement positifs telle que la suite (u, , ,/u,),,.N admette une limite / € R.. Alors la 
suite (a! "),.\+ admet également / pour limite dans R, . 

— Commençons par une remarque. Pour tout /,€R vérifiant O <{, <{, la série 


El /a, converge d'après la règle de d'Alembert; son terme général tend vers 0; ilexiste n, € N tel que, 
pour tout n > n,, Ja, < 1, ce qui s'écrit {, < a". 


CU 
De même, pour tout /, e R vérifiant ! < !,, la série Zu, /l, converge: ilexiste n, € N tel que. pour 
toutn>n,0<ua!"<l.. 


— Traitons maintenant le cas : le R*. Pour tout (/,, /,)e R° tel que O < !, < ! < [,,il existe 
(d'après la remarque précédente) n,e N tel que, pour tout n>n,, l <a," <l, : d'où 


lim a!" =! 


nr +r 


— Dans le cas { = 0 (resp / = + %), on utilise seulement {, (resp. /;). O 


REMARQUE. - Inversement la suite (a!”"}), . A+ peut admettreunelimiteÀ e R, , sans que la suite 
(a,,1/4,),eN admette de limite. Îl en est ainsi lorsque: 


a, = d"b" et 4,,,, = u"*'h" avec 0 < a < b. 


Ici À = ab 


APPLICATIONS. — u) Si l'étude de la série Za, conduit à: lim (|la,,,ll/la,1l) = 1,1} est imutile 


u— +7, 
d'essayer la règle de Cauchy qui conduirait, elle aussi, au cas douteux. 
b} La proposition peut permettre d'étudier certaines suites. C’est ainsi qu'ayant à étudier la suite 
(n !} 


réelle de terme général u, = 1. nous écrirons u, = dj" :;: nous constaterons 
(2n + 1)! 


lim a,,,/a, = 1/4 et nous en déduirons que la suite donnée admet 1/4 pour limite. 


nn +x 


1.3. SÉRIES SEMI CONVERGENTES 


1.3.1. Définition. Premières propriétés 


1° DÉFINITION. - Une série à termes dans un e.v.n., convergente mais non 
absolument convergente est dite semi-convergente. 


16 SÉRIES 1.3.2 
2° PROPOSITION I. — Si la série réelle Z a, est semi-convergente, les séries 
Za* et Z a; sont divergentes (notations du 1.2.7, 3°). 


On a : 


= a) —a, et |al=ai +a;. 


La convergence de Z a, implique que Z a et Z a, sont de même nature. Si 
elles étaient convergentes, Z |a,| serait convergente. Q 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier : 


PROPOSITION IE. — La série complexe Z a, est semi-cConvergente si, et 
seulement si,les deux séries réelles 2 Ze (a,) et Z Sm (a,) sont convergentes, l’une 
d'elles au moins étant semi-convergente. 


1.3.2. Règle d’Abel 


1° Transformation d’ Abel. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient E un K e.v.n. 
(K = R ou C), et (a,),., une suite d'éléments de E telle que : 4, = @,b,, avec à, € K 


et b,€ E. On pose B, = Ÿÿ b,. Alors, pour tout (n, p) € N° on a: 
k=0 


P P 
> dytk — ÿ (ot, — An+x+1) B, x LL Ly+1 B, + Ln+p+1 B,;, 
k=1 k=1 


Cette égalité est dite transformation d’ Abel. 


D'après ÿ a, = 0, l'égalité est vraie lorsque (n, p}e N x 0}. 
keQ 
Soit (n, p}e N x N*. En utilisant: 


bi = Bi — B,sx-x (1 <k< p), 
on obtient (moyennant un changement d'indexation dans la dernière somme) : 


p P pi 
D du+x — > Un+k Bnix — » An+k+1 Bn+k- 0] 
k=1 k=1 k=0 
2° Règle d'Abel. — THÉORÈME I. — Soit E un K-espace de Banach 
(K = R ou C). Pour que la série Za,, dans laquelle a, = à ,b, avec 
(x, b,)e K x E, converge, il suffit que les trois conditions suivantes soient 
satisfaites : 


i) La suite (B,),.\, avec B, = Ÿ b,, est bornée; 


k=0 
li) La suite («,),.\ admet O0 pour limite; 


iii) La série Z lo, — @,,.| est convergente. 


1.3.2 SÉRIES SEMI CONVERGENTES 


Supposons les trois conditions satisfaites. 
— D'après 1), il existe M € R* tel que: 
Vne N IB,I < M; 


la transformation d'Abel permet d'écrire, pour tout (n, p)e N°? 


P 
D dn+k 


IR = 1 Il 
— Soitee R*. En utilisant d’abord ii), puis it) et le critère de Cauchy, on 
constate qu'il existe N E NN tel que : 


P 
< M > [@, +4 En Ly+k+tl + (ot, + 1 + sil) 
= À 


Vn > N la, < €3M) 
P 

Vn>N VPEN À ltuix — Gsnsil  €3M) 
k=1 


On en déduit : 


Vn>N VpeN 


La série Z a, vérifie le critère de Cauchy. C] 


THÉORÈME II. — Le théorème I reste vrai si l’on remplace la condition iii) par 


la condition : 
iv) La suite (o,),., est réelle et décroissante. 


En effet lorsque iv) est satisfaite on a, pour tout ne N: 


n 
la, un +11 = A, — A+); et > [ot un +1 = Ào — A+: 
k=0O 
Si, en outre, 11) est satisfaite, la série Z |«, — ,,,| converge (et a, d’ailleurs, 
pour somme %,); la condition iii) est donc satisfaite. C] 


@ Même sous la forme du théorème II, la règle d’Abel est d'un emploi délicat: 
il ne faut l'essayer que lorsque les règles usuelles de convergence absolue sont en 


défaut. 


Exemple des séries trigonométriques.— PROPOSITION. — Soit («,), - une suite de réels positifs. 
i) Si la série Z à, est convergente, alors la série Z «,e" est absolument convergente pour tout 


teR; 
ii) Si La suite (x), . N est décroissante et admet 0 pour limite, alors la série Z o,e/" est convergente 


pour tout t € R\2xZ. 


ï) Résulte de: VneN {x,e”"| = &,. 
ï) Pour tousneNetreR\2xrZ, on a: 


eitnti ==. À 


D et = ÿ (ef = 


=0 e — | 
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et donc: 
: 2 1 
ex! < - — 2 
x=0 je — 1] [sin !/2] 
On applique le théorème Ii. 0 
int 
Application à l'étude de la série 2 — (teR, ae R'). 
n>i n 


1er Cas : à > 1. D’après [In =" e"| = n°7", la série est absolument convergente pour tout te R. 


l 
2€ Cas :0 < a < 1. La série n’est pas absolument convergente. Si t e 2nZ, elles'écrit Z —,et 


n>in 
elle est divergente. Si t e R\2rZ, elle est convergente d’après le théorème précédent, et est donc semi- 
convergente. 


; cos (nt) sin (nt) | 
Etude des séries ZX et Z (ER, axe R*).IIs'agit des parties réelle et imaginaire 
n>1 n n>1 n 
ein! 
de Z — 
n>in 


1TCAS : &« > 1. Les deux séries sont absolument convergentes. 


1 
2 Cas:0 <a < 1.Sire2nZ, il s'agit de Z — qui diverge, et de la série nulle qui converge 
n>in 


absolument. Dans ce qui suit, nous nous limitons à te R\2xZ; les deux séries sont alors 
convergentes (d’après l'étude de 2 n°"ei"). 
n > 
Site xZ, la première série est semi-convergente, la seconde est la série nulle. 


Si : énZ les séries Z n “et Z n “cos(2nt) sont respectivement divergente et convergente; 
n>l n>1 


leur demi-somme © n° “cos? (nt) et leur demi-différence Z n° "sin? (nt) sont divergentes. 
n>l n > 1 


Comme [cos (nt)| > cos? (nt) et |sin(ns)| > sin?{nt), les séries étudiées sont semi-convergentes. 
Étude du cas a < 0. — Montrons d’abord que (cos nt), . N n’a pas 0 pour limite. Si nous posons 
a, = cos nt et b, = sin nt, nous avons les relations : 
VneN (a +b?2=1)A(a,,, = 4,cost — b,sint) 
Si on avait lima, = 0, il en résulterait lim (b,sint) = 0 : comme lim b? = 1 on aurait 
nécessairement sin { = 0. Mais, pourtenZ,cosnte{— 1, 1}. O0 


— Jlen résulte que les séries Zn°° e”" et Z n°7" cos nt divergentes pour à < 0 car leur terme 
général n’a pas 0 pour limite. 

— PourtenrZz,Zn ‘sin nt est la série nulle, donc converge. Pour ! & xZ,le lecteur vérifiera 
comme ci-dessus qu'on ne peut avoir lim b, = 0 ; la série Zn” sin nt est alors divergente. 


1.3.3. — Séries alternées 


1 DÉFINITION. — On qualifie d'alternée toute série réelle de la forme 
Z(— 1)"'x,aveco,e R,, ainsi que toute série réelle de la forme Z(— 1}"* !«,, avec 
a,ER,. 


Les secondes se ramènent aux premières par passage à la série opposée. 


1.3.3 SÉRIES SEMI CONVERGENTES {9 


2 THÉORÈME. — Soit (%,),.\ une suite réelle décroissante, admettant O0 pour 


limite. Alors la série alternée Za,, où u, = (— 1)", est convergente; en posant 
+ 


A,= ÿŸ &et À = Ÿÿ a, on a, pour tout ne N: 
k=0 p=0 


(1) À nt 1 < A< À,» et | À LL À, < A+ (2) 


Pour tout ne N, on a: 


À >n+2 — À; be CEPES + Aou+2 < 0; 
An+3 — Apnti = on+2 — Lan+3 À 0. 


Il en résulte que ((4:, 4 1}, ns (A2nhe n) eSt un couple de suites adjacentes. En 
utilisant I1L.1.2.2,2° on en déduit la convergence de la série Za, et les 
inégalités (1). 

En utilisant : 


VnEN As41 < À < 42542 < Am 
on obtient ensuite (2). O) 


REMARQUES. — a) Le théorème reste valable si on adopte a, = (— 1}"*' «,, à condition de 
changer les sens des inégalités (1). 


b) Dans les conditions du théorème, la convergence de Z (— 1}" &, résulte directement de la 
règle d’Abel (avec b, = (— 1}",et donc |B,] < i). 


| (— 1>"* 1 
3° EXEMPLE. - Etude de la série alternée ? ————,aeR. 
n>l n° 


1 Cas: x > 1. La série est absolument convergente. 
2: Cas: a < 0. La série diverge, son terme général n'admettant pas O pour limite. 


3e Cas: 0 < x < 1. La série converge d’après le théorème précédent. mais elle n’est que semi- 
convergente. Pour x = 1, on l'appelle série harmonique alternée. 


4 Mise en garde. — La monotonie d'une suite d'éléments de R, nest pas conservée 
par équivalence au voisinage de + x. C'est ainsi que, bien qu'au voisinage de 


l 1 |] 
+ Li — = —— la suite (5) est décroissante, alors que la suite 
n>1 


/n \/n +(- 1) V1 
I 
—————— n'est pas monotone, ainsi qu'on s'en assure en vérifiant que, pour tout p e N: 
ÿn + (— 1j" /n>2 ; 
V2n+1-1< /2p+1</2p+2+1. 


(— 1} 
La série Z a,, avec a, = —— - ne relève donc pas du théorème du 2“.En écrivant 
> ÿyn+t-1} 


+ b,avecb, = —————————-, on constate qu'elle est la somme de la série convergente 


V/n n+(- 1) /n 
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— jy 
7 (cf. 3°), et de la série Z b, qui diverge (d'après b, — — 1/n au voisinage de + oc). La 
n n >2 


série Z a,est donc divergente. 
n > 2 


2 
n>2 


Cette étude nous a permis d'exhiber deux séries de nature différente Z a,et Z (-— 1/,/n, 
n>2 n>2 


dont les termes généraux sont équivalents au voisinage de + oc. 


1.4. PRODUIT DE DEUX SÉRIES 


1.4.1. Produit de deux séries absolument convergentes 


1° Cas de deux séries à termes dans R,. — PROPOSITION. — Soient E a, 
etZ b, deux séries à termes dans R,, convergentes, de sommes À et B. 
Pour tout ne N, posons:c, = Ÿÿ ab,= ÿ ab,_+ 


p+qy=n k=0 
Alors la série Z c,, à termes dans R,, est convergente et a pour somme 4B. 


Notons : 4,= ÿ 4; B, = ÿ b,; Ci > 6 
k=0 k=0 k=0 


1, = {(p, DeNIp+qg<n} ; 1,= /{(p, ge N°l(p <n)A(q< n)}. 
Nous constatons qu’ainsi : 


C,= ) ab,; A,B, = D) a,b,; C;, = >), a,b, 


n 
(p,glel, (p.gjel, (p,.gJel,, 


Nous avons les inclusions : 1, € 1!, € 1,, (matérialisées sur le schéma ci- 
joint, dans lequel 1,, I! et 1,, correspondent respectivement au petit triangle, au 
carré, et au grand triangle). 

IN 
2n 


FIG. 1. 
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Compte tenu de la positivité des a, et des b,, 1l en résulte : 
VneN ce < 4,B, < Cu (1) 


En utilisant: VneN (4, < À) À (B, < A) on en déduit que la suite 
(C, en est majorée par AB; comme elle est croissante, elle admet une limite C. On 


a aussi: C — lim (C;,). Un théorème sur les limites de suites permet alors de 


nr +x 


déduire de (1): 
C = lim (4,B,) = 4B C] 
n+x 


2° Cas général. - THÉORÈME. - Soient E, F, G trois espaces de Banach sur le 
corps K (R ou C),T :E x F —> Gune application bilinéaire continue, Z a, une série 
absolument convergente à termes dans E et Zb, une série absolument convergente à 
termes dans F. 


Pour tout ne N, posons : €, = à a, T b,_i. 


k=0 
Alors la série Z c,, à termes dans G, est absolument convergente, de somme : 


(a) (Er) 


n 
— Notons: a, = |la,l], b, = |b,ll,c, = ÿ à b,-,, et désignons respective- 


ment par 4,, B,,C,, 4’, B’,C’ les sommes des n + 1 premiers termes des suites de 


, 


termes généraux a,, b,, c,, a, br, Cr. 
L'application T étant bilinéaire et continue, il existe M e R tel que 


V(x HYEExF IxT y < M|x||iyil. 
On en déduit : 
VneN lc, < Mc, (2) 


— Par hypothèse les séries Z a, et Z b',à te .nes dans R,, sont convergen- 
tes. D’après le 1°, la série Z c’est convergente. Compte tenu de (2), la série Z c, est 
absolument convergente. Les espaces étant complets, les séries absolument 
convergentes Z a,, Z b,, Z c, sont convergentes; soient 4, B, C, leurs sommes. 

D’après la continuité de T : 


ATB= lim 4,TB, 


D'autre part, pour tout n e NN, on a, avec les notations du 1°: 


A, TB, -C,= D a,Tb, ave J,=1I M, 


(p.g)eJ, 


14, T B,-C|<M À ab! 


(p. ges, 


et donc : 
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Mais : 
" D ab, = AB, — C. 
(n.4)eJ, 
On en déduit : 
lim (4, dé B,— C,) 7 0G 0] 


3° Pratique. — A tout couple (£ a, Z b,) de séries complexes, on associe, 


sous le nom de série-produit, la série complexe £ c,, avec c, = Ÿ u,b,_,, (qu'il 


k=0 
ne faut pas confondre avec Z a,b,). D’après le théorème, la série produit de 
deux séries absolument convergentes est une série absolument convergente. 


4° On démontre (théorème de Mertens) que le produit de deux séries convergentes, dont l’une 
au moins l'est absolument, est une série convergente et que le résultat sur les sommes est conservé (cf. 
exercice 40). 


1.5. ASSOCIATIVITÉ ET COMMUTATIVITÉ 
DE LA SOMME D'UNE SÉRIE 


Dans ce sous-chapitre, nous nous proposons d’êten- 
+ æ 


dre à la somme Ÿ 4, d'une série convergente les 
n=0 
propriétés d’associativité et de commutativité de la somme 


ÿ a, d’une famille presque nulle d'éléments d'un e.v.n. 
iel 


1.5.1. Sommation par tranches 


THÉORÈME. — Soient Za, une série à termes dans un e.v.n. E, et @: N — N 
une application strictement croissante. Une condition nécessaire pour que la série 
Za, soit convergente est que la série Zb, définie par : 


p{0) p(n) 
b, — ? di 's b, —_ Ÿ (4 F3 pour n > Î 
k=0 k=1+œn-1) 


soit convergente; lorsqu'elle est remplie, les deux séries ont la même somme. 
— La condition est suffisante dans chacun des deux cas suivants: 


il) La suite (a,),,_ \ admet 0 pour limite et l’ensemble des longueurs des tranches 
est majoré, ce qui se traduit par : 


IMEN* VnenN o(n + 1) — œ(n) < M 


ii) Tous les termes d’une même tranche sont des réels de même signe (exemple : 
les a, sont des réels positifs). 
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Avec les notations habituelles : 


on à. 


Par récurrence, on constate: Vne N œ(n) > n. D'où lim œ(n) = + oo. 
n+ x 


La condition est nécessaire. — Si la suite (4,),.N est convergente, la suite 
extraite B,),.n est convergente, de même somme. C] 


La condition est suffisante. — Supposons que la série Zb, converge; 
désignons sa somme par B. 

Nous constatons qu’à tout ne N, nous pouvons associer un et un seul 
naturel p(n) tel que : 


@(p(n)) < n < (1 + p(n)) (1) 


S'il existait neN tel que p(n) > p(n + 1), de p(n) > 1 + p(n + 1) et de (1) on 
déduiraïit : 

n+1<o(i+pin+1))<op(pin))<n 
ce qui constituerait une contradiction. La suite p est donc croissante et 


non majorée (sans quoi les suites n > (1 + p(n)) et donc nr n seraient 
majorées). 


D'où : lim p{n) = + © 

n— + co 
et : lim @ © p(n) = + (2) 
Ecrivons : 


À, — B= (4, = À, onin) + (B,(m) . B). 


pn = B. Reste donc à prouver: 


lim (4, — Agen) = 0. (3) 


n— + æo 


Nous avons: lim B 
n+ + 


— Plaçons-nous d’abord dans le cas 1). 


En utilisant : n — @ © p(n) < œ(1 + p{n)) — y(p(n)) < M on a: 
NA — Agpml < 2 llall < Ma, 
k=1+œ@op{n) 
où a, désigne le plus grand des ||a,|| tels que : o © p(n) < k < n. Compte tenu 
de lim |la,l} = 0 et de (2), on obtient aisément : lim a, = 0. D'où (3, [©] 
n—+ + 


n+ +oo 


— Supposons maintenant ii). Il vient : 


n n g(1 + p{n)) 
| 4, — A0 pin) di| = ». las] < >. la;| = (bn) + 1| 
k=1+@90p{n) k=1+90p{n) k=1+œopi{n) 


Comme la série Zb, converge, son terme général tend vers 0, d’où (3). mn 
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1.5.2. Convergence commutative d’une série 


1° DÉFINITION I. — On dit que deux séries Za, et Zb,, à termes dans un e.v.n., 
ne diffèrent que par l’ordre des termes si et seulement s’il existe une permutation © 
de N telle que : 

VneN b, = ar 


Notons qu'’alors: VneN a,= b,-1,,; la relation entre les deux séries 
est symétrique. 


REMARQUES. — a) Deux séries qui ne diffèrent que par l’ordre des termes peuvent être de nature 


différente. C’est le cas pour la série 2 (— 1)"* ir n, qui converge d’après 1.3.3, 3°,et pour la série : 
n>l 


1 | 1 


1 
À DA: Ae ADD 7 UN "à 


qui, par application du théorème de sommation par tranches, a la même nature que la série Z a, 


n>t 
| 1 1 
AVEC 4, = — + ———— —- ——, elle-même divergente puisque, au voisinage de + : 


an 3 re: 1 2n 
a, = (/2 # 1)/2n. 


b) Deux séries qui ne diffèrent que par l'ordre des termes peuvent être convergentes. de sommes 


_ 1 +1 
différentes. C’est le cas pour la série harmonique alternée Ÿ TT (dont la somme Log 2 est non 
n>1 
nulle) et pour la série : 
E 1 1 1 1 I 1 1 
+ ———— + 
2 4 3 6 38 2n +1 22n +1) 2(2n + 2) 


laquelle est convergente et de même somme que la série : 


1 1 1 1 1 I 1 {—y*! 

++ + — — — + ..,,quiest- E , 

2 4 6 8 2(2n + 1) 2(2n + 2) 2n>1 n 
DÉFINITION II. — On dit qu'une série Za,, à termes dans un e.v.n., est 


commutativement convergente si, et seulement si, pour toute permutation © de N, 
la série Za,,,, est convergente. 


Une telle série est convergente, ainsi qu’on le constate en utilisant © = Id,. 
N 


2° THÉORÈME I. — Toute série absolument convergente, à termes dans un 
espace de Banach E, est commutativement convergente, et la somme ne change pas 
quand on modifie l’ordre des termes. 


Soit Za, une telle série, et soit o une permutation de N. 


— Pour tout neN, posons {n) = max o(k) ce qui permet d'écrire: 
O<k<n 
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o(n) > net {o{(0), ...,o{n), & 0, ...,{n)}. D'où: 


pin) 


n + oo 
D law < 2 ll < À lla,ll. 
k=0 p=0 


k=0 


En utilisant 1.2./,1°, on en déduit que la série Za,,, est, elle aussi, 
absolument convergente et que la somme de la série Z ||a,,,,|| est au plus égale à 
celle de la série Z{la,||;: en fait elle lui est égale, ainsi qu'on le constate en 
échangeant le rôle des deux séries (en remplaçant © par ©”). 

E étant un espace de Banach, les deux séries absolument convergentes Za, et 
Za,) Sont convergentes, et il ne reste qu’à montrer l'égalité de leurs sommes 4 et 


— Pour tout ne N, posons : L, = {0, ..., p(n)}\{o(0), ..., o(n)}, ce qui 
permet d'écrire : 


pin) n 
> da — D dou) || — | ÿ a < D Ila,l] 
A=0 k=0 keL, keL, 
et encore : 
pin) n pin) n 
Da aml< À» lal — Y Ilawll (1) 
k=0 k=0 k=0 k=0 
pin) n 
Les suites > ll) et D lil) ont une limite commune, à 
Kk=0O neN =0 neN 


savoir la somme commune aux séries Z ||a,|| et Z |la,,,,1]. Compte tenu de (1), ilen 


g(n) n 

résulte que les suites à a) et| à aw}) ,quiconvergent respectivement 
k=O neN = 0 neN 

vers À et À’, ont une limite commune. C] 


THÉORÈME II. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une série réelle 
soit commutativement convergente est qu'elle soit absolument convergente. 


R étant un espace de Banach, la condition est suffisante. Compte tenu de ce 
qu'une série commutativement convergente est convergente, le fait que la 
condition est nécessaire résulte du lemme suivant. 


LEMME. — Üne série réelle semi-convergente n’est pas commutativement 
convergente. 


Soit Za, une série réelle semi-convergente. Nous allons exhiber une 
permutation o de N telle que la série Za,,,, diverge; le lemme en résultera. 

— D’après 1.3.7,2' , les séries Za* et Za, sont divergentes, il en résulte que 
N'= {neNla, > 0jet N” = {neNl}a, < 0} sont des parties infinies de N et 
que l’on dispose {([.1.4.3, 2°) des bijections strictement croissantes @ : N — Net 
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ÿ : N — N” définies par : 


(0) = min N'; p(n) = min N'\{p(0), ....,{(n — 1}} pour n2> 1, 
et Wÿ(0) = min N’;  W(n) = min N”\{W(0), ...,W(n — 1)} pour n> 1. 


Posons b, = a, (resp. c, = a], Ce qui revient à désigner par 
b, (resp. c,)le(n + 1j-1ème élément strictement positif (resp. élément négatif) de 


n n 
la suite (a,),.N. Soit B, = Ÿ b, [resp. C, = ÿ c;]. 
k=0 k=0O 
— Venons-en à la construction de © : intuitivement, nous allons réordon- 
ner la série suivant le schéma suivant : 


Dot ED CO ne 2h, ie Di 6e 
— 
somme supérieure à 0 
tt 

somme supérieure à | 


Plus précisément, la divergence de la série Zb,, qui se traduit par 
im B,= + , permet de choisir n, e N, assez grand pour que B, > — co. 


n— + 


On pose : 
O(k) = v(k) pour O<k<n, ; ofns + 1) = \(0). 


On suppose maintenant que, étant donné p € N*, on a construit les images par © 
des entiers inférieurs à n,_, + p ; la divergence de la série Zb, permet de choisir 
n, € N, assez grand pour que n, > n,_, et B,, > — C, + p. On pose : 


Sale pour n,_;+p<k<n,+p 
On, + p + 1) = W(p) 


On dispose ainsi dés images par o des entiers inférieurs à n, + (p + 1). 

Ce raisonnement par récurrence fournit ainsi une application oc: N — N 
qui est surjective (à cause de N° LU N” = NN) et injective (à cause de 
N' NN” = @,et des injectivités de @ et de W); © est donc une permutation de N. 
On constate : 


nptP+ 1 
* 
VpeN Y Ai >D 
k=O 
ce qui montre que la série Za,,,, diverge. CO] 


COROLLAIRE. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une série à 
termes dans un e.v.n. E, de dimension finie soit commutativement convergente est 
qu'elle soit absolument convergente. 
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En utilisant 1.1.2, 3° on constate que (e,),.,<,, désignant une base de E, la 


série Za,,où a, = ÿ a,,e,est commutativement convergente si, et seulement si, 


pour tout ke N,,, la série réelle Za,, est commutativement convergente. On 
applique le théorème II et le corollaire du 1.2.7,3. [] 


REMARQUE. — En modifiant la démonstration du lemme qui précède, on peut montrer que, étant 
donnés une série réelle Za, semi-convergente et un réel S, on peut construire une permutation © de N 
telle que la série Za,,,, soit convergente, de somme $ (voir 1.5.2, 1 , remarque b)). 


1.6. INTÉGRALES IMPROPRES ET SÉRIES 


Le lecteur aura noté des analogies entre la théorie 
des intégrales impropres (1II.7.2) et celle des séries: 
théorèmes de comparaison, convergence absolue... 

Nous allons préciser ces analogies. 


1.6.1. Interprétation de la convergence d’une série 
à l’aide d’une intégrale impropre 


1° Notations. — Soit Za, une série à termes dans un espace de Banach E. On 
peut lui associer l'application f: R, — E définie par: 


VneN Vteln,n+i[ f(t)=a, (1) 


La restriction de f à tout intervalle [a, 8] = R, étant une application en escalier, 
fest localement intégrable sur R,. Dans ces conditions, nous allons démontrer : 


+ 00 
PROPOSITION. — L'intégrale impropre | f(t) dt et la série Za, sont de 
(4) 


même nature. En cas de convergence, on a: 
+ © + æ 
| ft) dt = ÿ a, 
(4) n=0 


n n+1i 
— Sil’intégrale converge, alors ÿ a, quiest aussi | f(t) dt, admet une 
k=0 0 
limite quand n tend vers + oo, et la série converge. 
— Supposons maintenant que la série converge. En désignant par e la 
fonction partie entière, nous avons: 


LA) — 1 


VxeR, | f{e) dt = ÿ a, + (x — e(x)) ds 
0 


k=0 
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Compte tenu de: O < x — e(x) < 1, de lim e(x) = + oo et de 
x +7 


lim a, = 0, on obtient: 


n+ +o 
lim (x — e(x))a.,, = 0, et lim (| f() à) = ) a, O 
X2+7 x +7 0 n=0 


2° Application. —- THÉORÈME. — Soient Za, et Zb, des séries à termes respectivement dans un 
espace de Banach E et dans R,. 
— Si la série Zb, converge, alors, au voisinage de + : 


i) Ia relation a, = O(b,) entraîne: 
ÿ 4, -o(5n} 
k=n 


k=n 


ii) la relation a, = o(b,) entraine: 


ÿ a = o{ > h } 
k=n k=n 
ii) la relation a, — Àb,, avec À € E\!0) entraîne: 
ÿ a, À > b,. 
k=n k=n 
— Si la série Zb, diverge, alors, au voisinage de + : 
i) la relation a, = O(b,) entraîne: 


j 4 = of h 
k=0 k=0 


ii) la relation a, = o(b,) entraine: 


a-(is) 


ii) la relation a, — Àb,, avec À € E\{0} entraine: 
ÿ da À y b,. 
k=0 k=0 


À l'application / définie par (1), on adjoint l'application @: R, — R, définie par: 


VneN Vreln,n+i1[ ot) = b, 
On utilise : 
— si Zb, converge: 


Î fu)dt = D a et [ (rt) dt = Ÿÿ b,; 


k=n k=n 


— si Zb, diverge: 


n+i n n+i n 
[ Ju dr= ja et | or) di = À h,. 
k=0 0 =0 


0 k 


On applique les théorèmes du 111.7.2.4. Q 
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EXEMPLES. — a) Au voisinage de + ©, — -— 
n? nn +1) 
+ wo 1 +o /] Î | A | 1 
Or : —— = ———— |=-, D'où: — © —, 
; 2 k(k + 1) 2 G k + 5) “ts 2 k? on 


1 1 
b) Au voisinage de + oo, -— - Log ( + 2) 
n n 


: 1 cs 
Or: > Los (1 + .) = Log(n +1) D'où: ÿ : + Log n. 


k= 1 k=1 


1.6.2. Comparaison des convergences 
d'une série et d’une intégrale 


1° THÉORÈME I. — Soient E un espace de Banach, « un réel, et 
f: (a, + o[ — E une application localement intégrable. Pour que l'intégrale 


| {{t) dt converge. il faut et il suffit que, pour toute suite (x,),, d'éléments de 


Xn+1 
[a, + of, de limite + co, la série Z (| f{t) à) converge. 
Soit 


F: [a+ x{[-E x — [una 


u 


R étant métrisable. il résulte du corollaire 1 du 111.2.3.5,3 que F admet une 
hmite au point + %x si, et seulement si, pour toute suite (x,)., d'éléments de 
La, + so, de limite + 0, la suite (F(x,)),.\ converge. Or: 


X, n—1 XL +1 
VneN F(x)=| ftdt+ ÿ | ft) dr) n 
a k=0 XL 
Ce théorème peut permettre d'étudier une série, ou d'établir la divergence d’une intégrale. S'il 
s'agit de prouver la convergence d’une intégrale, il vaudra mieux utiliser le résultat suivant. 


THÉORÈME Il. — Soient E un espace de Banach, « un réel, et 
f: La, + oo[ — E une application localement intégrable. Pour que l'intégrale 
+ 7 


| f{t) dt converge, il suffit qu'il existe une suite croissante (u,),., d'éléments de 
ü 


ÊTES 
[a. + ©f,de limite + x, telle que la série Z (| ft) a) converge et que la 


Un +1 
suite | I/t#)1l ar) admette O0 pour limite. 


A tout x > u,, On peut associer p{x) = max {me Nlu,, < x}. 
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On a ainsi: 
Uix) <X < U; + plx) 


et on constate: lim px) = + oc. On a: 
Xr+x 


PO) 1 fus) x 


Fr (…) de — { fod+ Y fo d+| fodr 
a a k=0 


Uk Up(x) 


Or : 


< | If) de < | I/(r)11 dr. 


Up(x) 


[ ft) dt 
Up(x) 


On en déduit l’existence de : 


Mpix) 


lim | ‘ ftdt = |” ft) dt + S |" ft dt. D 


u Ug 


CoOROLLAIRE. - Soit f: [a, + o0[ —> R,, localement intégrable. L'intégrale 


+ wo 
| f(t) dt converge si, et seulement s’il existe une suite croissante (u,),.N 
a 


d'éléments de [a, + >[, de limite + >, telle que la série z(| 'anar) 


Un 


converge. 


En effet ici: 


Un +1 ‘Un+1 
| WU) dt = | JU) dt 


n Un 
admet 0 pour limite, au titre de terme général d'une série convergente. 


+ es 


EXEMPLES. - Étude de l'intégrale | — dt,(ae R). 
e 


— Par rapport à l'étude du 111.7.2.6, 3°, nous n'’ajouterons rien dans le cas « > 1 (convergence 
absolue), ni dans le cas « < 0 (divergence). Rappelons que, dans ce dernier cas, nous avons utilisé la 


série alternée Z a, avec: 


n > ll 
a+Ds int *  sint 
a, = — dt=(-1) dt 
m8 t° 0(t+nx) 


— Étudions le cas : 0 < à < 1, en utilisant cette même série. 


"  sint 
De : |a,| = [ | dt, avec à > 0, on déduit : |a,,,| < la,l. 
o (t + nr) 
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LÀ 
| sin dt, on déduit : 


[) 


| ñ 
De: —" | sin dt < a,| < 
(Gr + 1x) *o (ax) 


lim [a|=0 et ÿ lai diverge. 
n>1 


n—+ + 


En utilisant |a,,.,| < la] et lim [a] = 0, on constate (1.3.3, 2°) que la série alternée ZX a, 


n—+ + 
converge. 
+ Ur sin 4 
En remarquant que |4,| n'est autre que | ——-| dt, on déduit du théorème I} que l'inté- 
| 
LE 
grale étudiée converge. 
| _ *lsint nn | 
D'autre part, en écrivant | |——|dt = Ÿ la}, et en utilisant la divergence de ZX [a,|, on 
slt Li n>l 
| *+ lsint 
constate que l'intégrale ne dt diverge. 
1 ; 
Ysint 
En conclusion : pour 0 < à < 1, l'intégrale — dt est semi-convergente. 
a 
+ t° À { 
b) Étude de riségrae | ——— dt lorsque P > 2x + 2. 
1 1 +tPsin‘t 
Li 
L'application g:1t sn de [1, + of[ dans R est positive et continue. Son étude au 
1 + t° sin “t 


voisinage de + o est délicate (g(nx) = (nx)* montre que, pour æ e R*, elle n'est pas bornée). 


Étudions la série ZX a,, avec: 
n >l 


+3 (is 2 (an + 1} 
a, = À 
: 1 + tsin?t La 1 + (nn + tPsin?t 


ñ 
2 
On constate (pour n > 1): 


nr \" (2 1 
0O<a,<2\nr +e- ————————— dd! 
2 0 r \s 
1 + ne. sin? { 


avec:e = sgn a, € = sgn $. 


2 
De : Vt e [0, x/2] —t < sint, on déduit : u, < b,, avec: 
T 


On calcule b, et, en tenant compte de Arctg u < n/2, il vient : 


nr? (nx + enr/2} 


Re 
2 (nx — &' r/2}°"° 
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Compte tenu de l'hypothèse B > 2x + 2,on en déduit que Z b, converge. et doncque X 4, 


n >! n>l 
+ 


converge. Par application du corollaire, l'intégrale { g(t) dt converge. 
0 


Le lecteur montrera que, pour B < 2x + 2, elle diverge. 


2° THÉORÈME. - Soit /: [a. + [ — R une application positive et décrois- 
sante. On pose : 
atn+i 


X, = D f{a + k) — | fr) dr. 
k=0 a 


Alors : 


1) la suite (x,),., est convergente. 
+7 


ii) la série Z/{u + n) et l'intégrale | ft) dt sont de même nature. 


u 


Décroissante, f est localement intégrable sur [a, + of, et on a: 


at+k+i 


VkeN fa+k+D< | ft) dt < fla + k) (1) 


a+k 
En écrivant : 


n a+k+i 
x, = Ÿ (ie + k) — | f(t) a) 
k=0 


a+k 


et en utilisant successivement chacune des inégalités (1), on obtient : 


VneN (x, > x,) À (x, < fa) — fa + n + 1)). 


La suite (x,),.N est croissante et majorée par f(a), et donc convergente. Le 
dernier résultat est immédiat (en utilisant la positivité de f). Q 


REMARQUE. — Dans le théorème précédent, on peut remplacer R par C et « application positive et 
+ 
oO 
décroissante » par « application C' telle que Lf’(0] dt converge ». 


En effet on a (par parties) pour tout ke N : 


a+tk+i a+k+i 
f(a + k) -| f{®) ar | (t—(a+k+1))f'(t) dt 
ne a+tk+i dé atk+i 
et fa+n- | fe) dt <| |f'(#)]| dt 
a+k a+k 
et : mx < | : [f'()| dt 
atn+i 


ce qui fait que (x,) est une suite de Cauchy. D'où i). 


+ œ 
e Si [ {{t) dt converge, il est clair que Zf(a + n) converge. 


atn+i 


© Supposons que Zf(a + n) converge. Ici lim [ f(t) dt existe. 
n—+ +@o 
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A tout xe[a + 1, + æ[ on associe n = E(x — a — 1). Par parties on obtient : 


x x 
| J{e) dt <ya+n+0+ | |f'(e)| dt 
a+n+i atn+ri 
x + æ 
ce qui prouve : lim | f{t) dt = 0, et [ f{t) dt converge. ( 
Fe a+tntli 2 
] 
3° Applications. — a) Pour{x, B) € R?, la série de Bertrand Z ————— converge si, et seulement 


n>2n° Logn 
si: (a > 1) V ((x = 1) À (B > 1)). 


1 +o@ 1 
et a, = —————. On a: 4, > 0, pour n > 2. 
n° Log °n 


Posons : y = 


— Sa > l,alors lim n'a, = 0. Comme y > 1, la série converge. 


+ 


— Six < 1,alors lim n'a, = + oo. Comme y < 1, la série diverge. 


— Si(x = 1) À (B < 0), alors a, > 1/n dès que n > 3. La série diverge. 
— Si (x = 1) A (B > 0), l'application f:t rt"! Log” Pt est positive et décroissante sur 
[2, + of. La nature de la série est la même que celle de l’intégrale de f sur [2, + œf[. En utilisant : 


(Il dt a du 
; tLog't  Jiog2 u' 


on constate que, pour x = 1, la série converge si, et seulement si B > 1. 


b) Le lecteur établira de la même façon que la série Y a, avec 
n>3 
1 


a, = — — ——— 
n° (Log n)° (Log (Log n))' 
converge si, et seulement si : 
(@ > 1) v ((&œ = 1) À (B > 1)) v (x = 1) À (B = 1) À (y > 1) 
Il pourra même généraliser. 
On dispose ainsi de nouvelles séries de comparaison. 
4° Constante d'Euler. - PROPOSITION. — Au voisinage de + © : 
Il Ï 
L+-+... + - — Logn = C + o(i) 
2 n 


où C est un réel, compris entre 1/2 et 1, qui porte le nom de constante d’Euler. 


— Onignore encore si ce nombre est ou non rationnel; une valeur approchéeen est : 0,57722 
à 0,5 x 107 ° près par excès. 


— L'application t -1/t est positive, décroissante, convexe sur [1, + of. Il en résulte les 


inégalités : 
| *lde 1/1 l 
Vke N° — < ee le 
k +1 k t 2“%k k+Ii 
(la dernière étant due à la convexité). 
Posons : 
LU | 


x, = ÿ ris Logn, (ne N*). 


k=1 
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Nous avons : 
il a+l dr 
Xn+1 7 Xn = = — < 0 
n + 1 n t 
| ne Le) | RÉ 1 ) l 
et : X, = — + —— —|>-+ | —— |>- 
No ge VX % n 422 k+1/ 2 


La suite (x,), - ,, décroissante et minorée par 1/2, admet une limite C, telle que C > 1/2. On a: 
C < x,, avec x, = I. Ü 


REMARQUES. — u) La convergence de (x,),,, aurait pü être prouvée en remarquant qu'il s'agit 


de la suite associée à la série Z a,, avec: 
n>2 


Plus précisément : a, — — 1/2n?. De 1.6.1, 2 , exemple. on déduit: 


l ] 
X=C+—+o\- 
2n n 


b) En reprenant notre calcul, avec t +1", le lecteur montrera que: 


1 FDL. ‘œ 
— Six > 1: < = 
a—1 ,-3n aœ—l 
1 l n 
— $Si0<a<l:ilexiste lim |1 + — +... + — — = C, CeER 
n+ + 2 nn l—-« 
ni+8 
a ARE E 
+ 


1.7. CALCUL APPROCHÉ DE LA SOMME D'UNE SÉRIE 


1.7.1. Position du problème et principe du calcul 


1° Position du problème. — Un grand nombre de fonctions sont définies au 
moyen de séries, la valeur de la fonction en un point étant alors la somme d’une 
série convergente; dans la plupart des cas le calcul qui va suivre constitue la 
méthode utilisée dans la pratique pour obtenir la valeur de la fonction en un 
point donné, avec une approximation donnée. 
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2° Principe du calcul.— Soit Z a, une série convergente. On note : 


n + œo 
A: ). à: A) a: R,=A—-A,= D 4%. 
k=0 k=0 k=n+1 


@ On suppose connu, pour tout ne N, un majorant p(n) de {|R,|. 
@ Ayant à calculer une valeur approchée de À à « près (x e R# imposé), on 
scinde « en deux « parts », pas nécessairement égales, &, et @. 
— On détermine n, € N, aussi petit que possible, vérifiant @{ns) < &.. 


— On calcule ensuite une valeur approchée A de Ay à 2 près, et on 
peut affirmer : |A — A] < o. 


1.7.2. Majoration de ||R,|| dans les cas usuels 


Reprenons la série convergente Z a, et les notations du f.7.f. 


1° Série alternée. — Soit (x,),., une suite réelle décroissante, de limite 0. On 
sait (1.3.3, 2°) que la série Z(— 1}"o, (resp. Z (— 1}"* ! «,)est convergente et que, 
pour tout neN:14 — 4,] < &,,,. On peut donc adopter œ{n) = &,,,. lci 
sgn (A — À,)est connu, ce qui permet de savoir si 4, est une valeur approchée de 
A par excès ou par défaut. 

Enfin, si on ne s'intéresse pas au sens de l’approximation,(4, + 4,,,)/2 est 
une valeur approchée de À à «,,,/2 près. 
+æ (— jy+i 
EXEMPLES. — a) Pour 4 = ÿ 
A0 En est une valeur Sbhrachée pur défaut à 1/10 près; (49 + 4,,)/2 est une valeur approchée à 
1/20 près. 


, A, est une valeur approchée par excès à 1/10 près; 


+ 7 _ ] ñ 
b) Soit À = ÿ -, Pour avoir |4 — 4,] < 1/10, il faudrait adopter n > 22 027. Il existe 
n=2 Log ñ 
donc des séries « dont la convergence est très lente ». 


2° Série dont la convergence absolue a été établie par la règle de Cauchy ou 
celle de d'Alembert.— On suppose connu k < 1 tel que (au moins pour n > N): 


h+Ii 


| —k 


+7 
© Vp>n lu," <& k. Alors IR I < ÿ k? et w{n) = 


p=nt+i 


Îla, + 111  . k|la,,Il 
© Vp>n  —7—< k. Alors |\R,|| < |la,ll >. k“ et q(n) = : 
[la || g=i l— k 


On a intérêt à obtenir k aussi petit que possible. 


1 
EXEMPLES. - a) La série Z — converge d’après la règle de Cauchy. Pour tous n e N*et p > n, 
n>in 


ona:a,"!P = 1/p < Mn + 1). 
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On peut adopter : Q{n) = ————— 
n(n + 1)” 
C’est ainsi que À, est une valeur approchée (par défaut) de 4 à 3.107 près. 


1 
b) La série Z —— converge d'après la règle de d’Alembert. 
n! 


a, +1 | 1 
Pour tousneNetp >nñn,0na: = —— < : 
a, p+l n+i 


I 
On peut adopter p(n) = (majoration déjà trouvée au IFEH.1.2, 1 }). 
n.n! 


3° Cas du recours à une intégrale impropre.— On suppose connus a >1 et 
k > O tels que (au moins pourn > N):Vp>n lla,ll < — 
+ œ& 


En s'inspirant de 1.6.2, 4°, on constate : ||R,|| < | me) dt. 


On adopte : 


1 
EXEMPLE. - Dans le cas de la série Z ——, nous avons même, 
n>in 


1.7.3. Exemple de recherche de valeur 
approchée de la somme d’une série convergente 


Nous nous proposons dans cet exemple d'illustrer un procédé d’accélération de convergence, 
procédé dont l'utilité se manifeste dans d’autres domaines que celui du calcul approché (voir par 
exemple l'étude des séries de fonctions). 


+ o 


Soit à calculer la somme À = Ÿ 


n=i 
pas à un résultat très satisfaisant. La méthode va consister à écrire le terme général a, de la série 
comme somme de deux termes : a, = b, + c, où b, est équivalent à a, et est le terme général d’une 
série dont la somme est connue. On sera alors ramené à calculer une valeur approchée de la 
somme Xc,, série qui converge plus vite que Za, puisque par hypothèse a, — b, est négligeable 
devant a,. 


=. L’encadrement du reste fourni en 1.7.2. ne conduirait 
n 
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La difficulté principale consiste bien entendu à trouver un terme b,. Ici une solution simple 


1 | 
est fournie par b, = —————. En effet, au voisinage de + co : 
n(n + 1) 
+ + æo 1 | 
= b, et b, = — — = 1. 
Fe à i 2 i L É n + j) 
1 1 1 ne: 
On obtient alors €, = — — ———— = ——. Notons C la somme de cette série : 
n‘ nin+i) n‘(n +1) 
C=C,+R, 
avec : 
ñn + o 
C, — ÿ Ck et KR, — ÿ Ck 
k=1 k=n+1 


Choisissons par exemple n = 100. Pour encadrer R,,, nous utiliserons : 


(+1) k{k+1) ks 


1 | 
et, par utilisation de 1.7.2, 3° :—<R, <—. 
P 2(n + 2} 2n? 
Pour n = 100 il vient : 48.10 °<R,<5.107*. 


Le calcul de C.,0 fournit : C;50 = 0,644 884 890 283 (par défaut), l’erreur sur le calcul étant 
négligeable. On en déduit : 0,644 9328 < C < 0,6449349, ce qui permet d'écrire : 


À = 1,644934 + 1,2. 107$ 
REMARQUES. — a) Afin de donner un résultat simple, comportant peu de décimales non 
significatives, nous avons été amenés à abandonner de la précision. On pourrait donner un 


encadrement plus strict. 
On pourrait également améliorer l'encadrement théorique du reste : 


© dt 2. *® dt 
it +t) " ], r(t+1 


Lo n +2 
n + li 8,1 


c'est-à-dire : _ 
n 


1 1 
<R,<F— Log (1 + ) 


b) On comparera le résultat obtenu à la valeur exacte de À = x*/6 = 1,644 934 066 848 
(cf. exercice 1.7). 


1.8. FAMILLES SOMMABLES 


$ Ce sous-chapitre sera réservé à une seconde lecture. 


1.8.1. Notion de famille sommable 


1° Notations. — Soient E un e.v.n. I un ensemble non vide, (a,),., une famille d'éléments de E. 
Désignons par ?,(1) l’ensemble des parties finies de /. Nous disposons d’une application de (1) 


dans E en associant à tout J e (1) l'élément Ÿ a; qui sera noté 4. 
ieJ 
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2° Base de filtre sur @o(l). — PROPOSITION. — À tout Le #,(1), on associe l'ensemble 
B, = {Je #,{I)L< J}. Alors l'ensemble : 


est une base de filtre sur ?,(1). 


Vérification immédiate. DO 
Nous dirons que # est la base de filtre de PI). 


3° Famille sommable. — Les notations étant celles du 1’ et du 2”, posons: 


DÉFINITION. — On dit que la famille (a), est sommable si, et seulement si, l'application 
J + À, admet une limite suivant la base de filtre &. 


Cette définition se traduit par l'existence d’un élément 4 € E tel que : 
VeeR* Le?) VJePAI) (L<cJ) = (IA - AK E) 
Un e.v.n. étant un espace topologique séparé, lorsqu'il existe cet élément 4 € E est unique. On 


l'appelle somme de la famille sommable; on l'écrit À = Ÿÿ a, 
iel 
CAS PARTICULIER. — On constate qu'une famille presque nulle est sommable et que le symbole 
Ÿ a; a la même signification ci-dessus et au 1.2.1.1, 3 . 


iel 


4° Propriétés des familles sommables. — Le lecteur établira que l'ensemble des familles 
sommables à éléments dans l'e.v.n.E, indexées par 1, est un sous-espace vectoriel de El et que l'application 


(ae, + Ÿ a; de ce sous-espace dans E est linéaire. 
iel 


Il étendra les propositions du 1.1.2,3°. Il montrera que si la famille (a). , est sommable, la famille 
(A sep, est bornée. 


1.8.2. Famille absolument sommable. 


l Le critère de Cauchy.— DÉFINITION. — On dit que la famille (4,),., d'éléments de l'e.v.n. E 
vérifie le critère de Cauchy si, et seulement si elle vérifie : 


VeeR* XePA(l) VJePA) (NX = O) = (|A, < €) (1) 


2 THÉORÈME. — Soit (4,).., une famille d'éléments d'un e.v.n. E. Une condition nécessaire pour 
qu'elle soit sommable est qu'elle vérifie le critère de Cauchy. Si E est complet, la condition est 
suffisante. 


La condition est nécessaire. — Démonstration aisée, laissée au lecteur. 


La condition est suffisante. — Par hypothèse, E est complet et (1) est vrai. On en déduit 
(récurrence) qu'il existe une suite croissante (X,),en d'éléments de #,(1) telle que : 
] 
VneN VJePA) NX, = @) = ASS (2) 
n + 
(Az ),en 6St une suite d'éléments de E telle que: 
] 
V(n, p) e N° 4x... — Ax = HA A < —— 
: sd n +1 


Il s’agit donc d’une suite de Cauchy; E étant complet, cette suite admet une limite 4. Nous allons 
montrer que la famille (a), admet À pour somme. 
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Soit & e R*. D'après la définition de 4, il existe n, € N tel que 
Vn Zn, (l/(n + 1) < Ee/2) À (A — AxII< e/2) (3) 
Posons L= X,,. Pour tout J e #,{(1) tel que LE J, nous avons : 
LA — À = 114 — (45 + All < NA — Al + [4,4] 


Or d’après (3) : || — 4,4} < e/2, et, compte tenu de (J \1) n L= ©, d'après (2) et (3) : 


Ant < 1/10 + 1)  €/2. 0 


COROLLAIRE. — Soit (4,),., une famille sommable d'éléments d'un e.v.n. E. Alors: 

il) .Ve e R* 3X EPA) Vie l\X [ul <Ee 

ii) Le support de la famille, {ie /|a, # 0}, est au plus dénombrable; 

ii) Si E est complet, toute sous-famille (a;).;, (1° & 1), est sommable. 

1) Conséquence immédiate de (1). 

ii) Résulte de ce que, d’après 1) : 

VneN {iel | |la,l > 1/n + 1)} est fini. 

in) Soit e € R*.Ilexiste X e ?,(1) vérifiant (1). Posons X’ = l' n X, ce qui implique À” e #,(1"). 

Pour tout J e P,(1') tel que J n X' = @, nous avons : Je {l)etJ NX = @; d'où, d'après (1) : 


IA 1 < €. La famille (a); vérifie le critère de Cauchy; puisque E est complet, elle est 
sommable. 


3° Famille absolument sommable. — DÉFINITION. — La famille (a), d'éléments de l'e.v.n. E est 
dite absolument sommable si, et seulement si,la famille réelle (||a;||)., est sommable. 


THÉORÈME. — Toute famille absolument sommable, (a,).;, d'éléments d’un e.v.n. complet E est 
sommable, et vérifie : 


D ail < > Ilaill 


iel iel 


Le lecteur étendra ia démonstration du 1.1.3, 2°. CO] 


4° Famille sommable d'éléments de R,. — Soit (a;),., une famille de réels positifs. Reprenons 
l'application f: J 4, de #{(1)dansR , et désignons par F son image. Au titre de partie non vide de 
R., F admet une borne supérieure 4 € R, appartenant à R si F est majoré, égale à + x dans le cas 
contraire. À est la limite (dans R) de l'application f, suivant #, base de filtre de ?,(1). En effet, pour 
tout 4’e R tel que 4’ < À, ilexiste Le P,(1) tel que 4” < A4, < À ; d’après a; > 0 pour tout i € J, si 
J e PT) vérifie Le J, alors: 4’ < À, < À. 

En conclusion : 


THÉORÈME. — La famille (a), d'éléments de R, est sommable si, et seulement si, l'image 
F = {A4,eRy e #,(1)} de l'application f: J A, est majorée; la somme de la famille est alors 
sup F. 


Si F n’est pas majorée, on a lim f = + oc. 
4 
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1.8.3. Associativité de la somme d’une famille sommable 


1° PROPOSITION. — Soient (u;).; une famille sommable d'éléments d'un e.v.n. E, de somme 4, et 
(l)1en une partition de I. On suppose que, pour tout À € À, la sous-famille (a,).; est sommable, de 
somme S, (condition automatiquement réalisée si E est complet). Alors la famille (S,),_1 est sommable, 
et sa somme est À. 


— Soit e € R#. On commence par choisir Le #,(1) tel que l'assertion : 
(Z,) VJePU) (Le J)= (|A — 4,1] < e/2) 


soit vraie (ce qui est possible puisque (a;)., est sommable). 
Posons À = AE Al, nL£ @}, ce qui implique À e Z, (A). Si nous arrivons à prouver que 
l'assertion : 


(Q.) VTe#AA) (Ac T)=1(]4 — Ÿ S,] < €) 
kerT 


est vraie, la proposition sera acquise. 


— Soit l l'un quelconque des éléments de #,(A) qui contiennent A, et soit n le cardinal de F. 
Pour Le donné, (a,).; étant sommable, on peut associer à € un Le #,(1,) tel que, pour tout 
J, e Pol) vérifiant L, € J, on ait: [|S, — À Ji < €/2n. On peut adopter, en particulier : 


J=L (ND 
En adoptant ensuite: J = J,,on constate Le J, et donc ||4 — 4,|] < e/2. Mais, les J, 
kel 


étant deux à deux disjoints, il en est de même pour les J, et: 


A; = À A, 
ker 
Compte tenu de: 
vier IA, — S,1l < €/2n, 
il vient : 
IA, — À Si < €/2, 
ker 
et: 


IA — À, Siil < 114 — Ajl + 1143 — Y Si < €. Ü 
er ker 


2° Cas d'une famille à éléments dans R,. — THÉORÈME. — Soient (a,),., une famille de réels 
positifs, et (/,),.,\ une partition de /. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes : 


i) La famille (a,)., est sommable; 


ii) pour tout À € À, la famille (a); est sommable, de somme S,, et la famille (S;};.1 est 
sommable. 


Lorsque ces assertions sont vraies, on a: ÿ a; = ÿ ( a) 
iel REA \iel, 


ï) æ ii). Établi au 1° dans le cas d’un espace de Banach. 


ii) = i). L'hypothèse est: ii) est vraie. À tout J e (1) associons le sous-ensemble fini 
A={keAI, nJ # O} del. Nous avons (en utilisant a, > 0) 


ja=5(S aJ<5s<xs O 


ÀeA “iel, nJ ÀEA 


On conclut en utilisant 1.8.2, 4‘. 
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3° Équivalence entre sommabilité et absolue sommabilité. — THÉORÈME — Une condition 
nécessaire et suffisante pour qu’une famille de réels (a), soit sommable est qu'elle soit absolument 
sommable. 


La condition est suffisante. — Déjà établi dans le cas d'une famille à éléments dans un espace de 
Banach. 


la condition est nécessaire — Soit (aj),, une famille sommable de réels. Posons: 
l'= {iella, > 0} et [" = {iella, < 0}. R étant complet, les familles (a,)., et (a,).,- sont 
sommables, et il en est de même de la famille (— a,),./. Si 1’ ou 1" est vide, la proposition est 
démontrée. Sinon on dispose de la partition ? = I’ L 1”,et la famille (|u;l).., est sommable d'après le 
théorème du 2°. Q 


Le théorème reste vrai dans le cas d’un e.v.n. de dimension finie, mais pas dans le cas général. 


1.8.4. Séries et familles sommables 


1° Position du problème. — Soit (a,),.n une suite — c’est-à-dire une famille indexée par N — 
d'éléments d'un e.v.n.E. Si la famille est sommable, de somme À, pour toute permutation © de N, ia 
famille (a yyphen est Sommable, de somme 4. L'ordre sur N n'intervient pas, contrairement à ce qui se 
passait pour les séries. Nous allons comparer les deux points de vue. 


2° THÉORÈME I. — Soit (a,),.\ une suite d'éléments d’un e.v.n. E,sommable, de somme 4. Alors la 
série Za, est convergente, de somme 4. 


Soit ee R%. Il existe Le P,(N) tel que: 
VJEPAN) (Le J)= (IA — Aji < €) 


Posons: n, = max L. Pour n > no, 10, ..,n} contient L et donc: 


14 — Ÿ al < € O 


k=0 


La réciproque est fausse en général. Cependant : 


THÉORÈME Il. — La suite (u,),.\ d'éléments de R, est sommable si, et seulement si, la série Zu, 
est convergente. 


max J 

On utilise: VJ e P(N) Ju, < } «4 = 
1eJ 4A=0 

COROLLAIRE. — La suite (a,),. N d'éléments d’un e.v.n. E est absolument sommable (et donc 


sommable si dim E < + c) si, et seulement si, la série Za, est absolument convergente. 


1.8.5. Séries doubles 


1° DÉFINITION L. — On appelle suite double toute famille indexée par N°. 


DÉFINITION IF. — Si la suite double (a,,),,,Ln: d'éléments d'un e.vn. E est une famille 
sommable, de somme À, on dit que la série double Za,,, à termes dans E est convergente et qu'elle a pour 
somme À. 


L'étude des familles sommables s'applique, en particulier, aux séries doubles. 
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2° Étude d’une série double à termes dans R,. — D'après 1.8.2, 4‘: 


PROPOSITION I. — La série double Za,,, à termes dans R,, converge si,et seulement si, 


F = » AynlI € Po (n°) 


(mn)eJ 


est une partie majorée de KR. 


Dans cet énoncé, F peut être remplacé par l’un des ensembles : 


L au? EN) ou 2 afp. gen} 
m+n<p mMm£<PANSY 


D'autre part, d'après 1.8.3, 2°: 


PROPOSITION II. — Soit Za,,, une série double, à termes dans R. , et (/,); . À une partition de N°. 
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

i) la série double est convergente; 

ii) pour tout À € À, la famille (a,,),, 7, est sommable, de somme S,, et la famille (S,),-\ est 
sommable. 


Lorsque ces assertions sont vraies, ona Ÿÿ au, = } ». nt 
{m, ne N? REA \ (mi, mel, 


On utilise le plus souvent les partitions suivantes (dans lesquelles A est N): 
({m} X Ne: (N X injhuens  ((m, n)e N?1m +n= P)pen 
Il en résulte que (dans ce cas: a,, € R,): si l'un des quatre symboles 


(Sa) S(Se) Spa) po 


m=0 \n=0 n=0 \m=0 p=0 \m+n=p (m,.n)eN? 


a un sens, il en est de même pour les trois autres, et les quatre symboles représentent le même réel. 


1 
EXEMPLE. — La série double 2 -————— converge si, et seulement si « > 2. En effet la 
{m+n+1} 
convergence de cette série double est équivalente à celle de la série Z | D | qui 
p>0 Smtn=p(m+n+l) 


s'écrit 2 —. 
p>0(p + 17! 

3° Étude d'une série double Za,, à termes dans un espace de Banach E de dimension 
finie. — Avant tout, il faut établir la convergence, qui équivaut ic1 (1.8.3, 3°) à celle de la série double 
Z|la,.,ll, pour laquelle on procède comme au 2°. 

Si la convergence est établie, nous disposons, pour toute partition de N°, de la propriété 
d’associativité du 1.8.3, 1°; on en déduit que les quatre symboles considérés ci-dessus ont un sens, et 
qu'ils représentent le même élément de E. 

Notons qu'ici l’un des trois premiers de ces symboles peut avoir un sens sans que la série double 
converge. 


4° Produit de deux séries Za, et Zb,, à termes dans C, absolument convergentes. — € étant un 
espace de Banach sur R de dimension finie, on peut appliquer le 3° à la série double Za,,,, avec 
ds = 4,b,. . 
On constate d'abord que la série double est absolument convergente et donc convergente. En 
effet, pour n donné, la série Z {|a,b,| = |b,| Z ja,] converge; la série 
m>0 m>0 


5 (E eo)-( us). 5 pa 
n>0 0 m=0 n20 


converge aussi. 
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+ & 
La somme de la série double Za,,, est égale à la somme de la série ZX ( y ah.) à savoir 


m=0 


+ > + & .n>0 
(S a.) (5 ».) Elle est encore égale à la somme de la série convergente Z «,. avec 
n=0 p>0 


m=0 


c,= > ab, On retrouve, au moins dans un cas particulier, un résultat obtenu au 1.4.7, 2”. 
m+n=p 


1.9. PRODUITS INFINIS 


1.9.1. Convergence d’un produit infini 


On rappelle que K désigne R ou C. 


DÉFINITION. — Soit (a,),.N une suite d'éléments non nuls de K. Pour tout ne N, on pose 


P, = |] &. On appelle produit infini de terme général «,, et on note Flu,, La suite ((a,, P,)),en. On dit 


k=0 
que le produit infini la, est convergent si et seulement si la suite (P,),.\, d'éléments non nuls de K admet 
+7 
une limite non nulle, que l’on note alors P = |] 4, et que l'on appelle valeur du produit infini. 
n=0 


Un produit infini non convergent est dit divergent. 


De manière analogue à 1.1.1,3 le produitinfini fl a, désigne le produit infini Tb, avec 
n>fñv 


b, = 1 pour n < njet b, = a, pourn > no. 


1.9.2. Notion de produit infini absolument convergent 


1° Le critère de Cauchy. — DÉFINITION. — Ondit que le produit infini Ia, vérifie le critère de 
Cauchy si et seulement si: 


VEe RS 3NEN Yn>N VpeN 


P 
[I 4 — | < € (1) 
k=1 


THÉORÈME. - Une condition nécessaire et suffisante pour que le produit infini T1 a, converge est 
qu’il vérifie le critère de Cauchy. 


Nous reprenons la notation : P, = [[ a. 
k=0 


La condition est nécessaire. — Par hypothèse: lim P, = P, avec P#0. Soit 
ee R%. Il existe N, e N tel que : 


Vn>N, |PIi2> |PI/2. 
La suite (P,),.n étant de Cauchy, il existe N, e N tel que : 


Vn>N, VpeN [|P,,-— P,l< elPl/2. 


P 
En utilisant : P,,,/P, = [] 4,,,, on constate : 
k=1 


Vn > sup(N,,N,) VpeN 


P 
k=1 
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La condition est suffisante.— Par hypothèse, (1)est vérifié. En utilisant (1)avece = 1/2, on cons- 
tate qu’il existe N, e N tel que: 


Vm>N, VpeN 1P,:, - P,]< |P,1/2. 
On en déduit, en fixant m = N, et en posant m + p=n: 


Vn > Ni IPal/2 <IP4 < 31Py/2. (2) 


€ 
Soit €’ e R*. En utilisant (1) avec € = PT on constate qu'il existe N, e N tel que: 
N; 


Vn>N, VpeN 
De (2) et (3); il résulte : 


Pis à 
ee | < a (3) 


IPni 


Vn > max(N,, N;) VpeN JIP,,,-PJA<E! 


La suite (P,),.n est de Cauchy; comme K est complet, elle est convergente. Soit P sa limite. 
D'après (2): |P| > IPn,1/2 > C. O 
En prenant p = 1 dans le critère de Cauchy on obtient : 


COROLLAIRE. - Une condition nécessaire (mais non suffisante) pour que le produit infini F1 a, 
converge est que la suite (a,),.N admette 1 pour limite. 


Dorénavant, nous poserons a, = 1 + u,, et nous désignerons le produit infini par II (1 + u,), 
disposant ainsi de la condition nécessaire de convergence : lim u, = 0. 


2° Produit infini absolument convergent. — DÉFINITION. - Le produit infini [1(1 + «,) est dit 


absolument convergent si, et seulement si,le produit infini II (1 + |u,]), à termes dans R,, est 
convergent. 


THÉORÈME. — Tout produit infini absolument convergent, Fl{1 + u,), est convergent. 


Se déduit du critère de Cauchy, en utilisant : 


p 


P 
[] (+ Un +4) su | < [] (D + lu, +41) 1 


k=1 k=1! 


3° Étude de II(1 + u,), avec u,eR,, pour tout neN. — THÉORÈME. — Le produit infini 
TI(1 + u,), avec u,e R, pour tout ne N, est convergent si, et seulement si, la série Zu, à termes dans 
R, est convergente. 


Nous avons: 


Log (1 + uw) (4) 


VneN Log [] à + u) = 
=0 = 


k=0 
Comme lim u, = 0 est une condition nécessaire de convergence aussi bien pour le produit 
n— a 


infini que pour la série, 1l suffit de démontrer le théorème dans le cas où cette condition est remplie. 
Les deux séries positives Z Log (1 + u,)et Z u,, dont les termes généraux sont alors équivalents 
au voisinage de + sont de même nature. QO 


De [[ (1 + u) > Ÿ u, on déduit qu'en cas de divergence : 
k=0 k=0Q 


Jim [I (4 + u) = + oO. 


=0 
4° Cas général. — Supposons que le produit infini [I (1 + u,) n’est pas absolument convergent, 


mais que Jim #, = 0. Limitons-nous à K = R. Ilexisten,eNtelque:Vn>n, 1+u,> 0. 


Aa + 
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En utilisant : 


Los ( TI (1 + a) = LE Log (1 + u,) 


Â=n, k=n,, 
nous nous ramenons encore à l'étude d'une série. 


5° EXEMPLES. — 4) Pour tout t e R\nZ, le produit infini 


D 
nt 
n>] n?n? 


est absolument convergent. Pour sa valeur, voir l'exercice 42. 


— |} 
b) Le produit infini F ( + En ) est divergent. 


n>2 n 


En effet, au voisinage de +  : 
(=1} (— 1 1! 1 
Log (1 + }=T -l+0o(— 
Vn Vn 2n n /n 


— À 
On en déduit que la série 2 Log ( + | 7) est divergente. 


n>2 n 


c) L'ensemble P des nombres premiers est une partie infinie de N, et donc un ensemble 
dénombrable. On dispose d'une bijection croissante n + p, de N sur P:on a p,, = 2:0on vérifie par 
récurrence : 

VneN p,>zn+2. 


| 
Il en résulte que, pour tout à > 1, le produit infini Il ( -—) est absolument convergent. 


LI 
REMARQUE. - Le lecteur pourra démontrer en exercice que : 


© Pour a > 1, 11 (: ->)- (se 


n=0 n n=1 


s ] 
© Poura = 1,leproduitinfiniest divergent, lim | ( — 1) = Oet, par conséquent, la série 


n+Tk=0 Pk 


1 
Z — diverge. 


Pa 


EXERCICES 


COMPLÉMENTS A LA RÈGLE DE D'ALEMBERT. 


1.1. — a) Soit Z a, une série à termes dans R*, telle qu’au voisinage de + oo on ait : 
a œ 1 
RAP | ++ 0() 
a, n n 


— si < — 1, alors la série Z a, est convergente; 
— six > — 1, alors la série Z a, est divergente. 


Montrer que : 


b) On suppose maintenant que, au voisinage de + c, on a: 


a 1 | 
Le of) 
a, n n Logn 


Montrer que la série Z a, est divergente. 
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1.2. — Soient Z a, une série à termes dans R*, et @: N — R, une application. 
a) Montrer que si, à partir d’un certain rang, on a: 


a, 
— pin +i1)2>v 


p(n) 


dh+] 
où vest un élément de R*, alors la série Za, est convergente. 
b) Montrer que si la série Z 1/{n) est divergente, et, si, à partir d’un certain rang 
on a : 


a, 
— q(n + 1) < 0 


 (n) 


n+i 


alors la série Z a, est divergente. 


e | : du+: dh+1 
Application. — On suppose : lim = |]; on pose — = 
n— + a 1+c, 


S'il existe lim na, = {et 
n—+ + 


i) sil > 1, alors la série Z a, est convergente; 
ii) si { < 1, alors la série ZX a, est divergente. 


EXERCICES DIVERS 


1.3. — Étudier les séries de termes généraux : 


n? + /n 


7 _— nn 


D. nn Le I 
ET EN tg do — cos 2 B- + Log 


T 3,5 + 7 
(°) — (Arctg n)*”; [ ex" dx, nr + 2n +1 — n° + kn; 


ET REA b 
JR + +n+l — Jr +l+a+-;: 


1!+2!+...+n! 
—— où peZ; e-" | e”di 
(n + p)! o 


Arg sh (n° 
: — À; en 


/Log(n + 1) — ,/Logn; (cos(x/n))"" ; ——— 
x Logn 
1,nt 
(Argch n})° — (Argsh n)"; | t* Logt f(r) de, { continue, (0) # 0. 
0 


u+1,2 


| Log n Î 1 1 | 1 
Log (n +1)1" @+1//n (A +1//np rs LD Jar 


a +1)...(n+n) [te à on - | 


an 
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(n sin 1/n}ots ln — e7 16. [ 
7 


(— 1) 


n — Logn' 


Mn thn. (—1}//n Ne __ 1 ‘ 
(ifnw e 5 CP 


(— à Cp Sin Q/m) | 


Log | 1 + a — 
1 n+(-1) 


sin(r n° + Àn°),, où «ae ]0, 2]; 


cos (nx/3) 11—214+31—... +(— 1)" 'n (— 1)" 


sin(r./n? + an + b); sin Ve (— 1" (et= 2" 1). n”!2? cos (2nx/3); 
n° 


2 
(cos a/n + x sin a/n) — e**(1 + b/n); sin (sr 2 r) [ (1 — 1°)" dt; 


sin(n!7xe); sin(n!2r/e); Los +. +(Lœn) n_P[1 +(-1)n °]; 


cos (Lo 
OOEn)| n./Arctg(n? + 1) — sin ,/Arctg (n°). 


n 
1.4. — Montrer que la série de terme général a, = Arctg(n + a) — Arctg n est 
convergente. Si f(a) désigne sa somme, calculer la limite de f quand a tend vers + oo. 


1.5. — Trouver les sommes des séries de termes généraux : 


n?+n—3 2 9 
———, Artg—  ——— 
n! n (3n + 1)(3n + 4) 


Log n + a Log(n + 1) + b Log(n + 2) (quand elle converge); 


| 
(= sn Rent 
n{n + _ ji! 
AE 
cos). cos (+) + /DQ + 2... (1 + /n) n° + 3n + 
n + 
x 
27" th — 
27 
« ; TK l 
1.6. — Soit p un entier naturel, on pose a, — cotg? et b, = 
2p + 1 *, kn 
sin 
2p + ! 


pour ke{[1, p]. Former une équation algébrique de degré p admettant pour racines 


P P 
a;, ..., @. En déduire la valeur de Ÿ a, puis de Ÿ b,. 
k=1 k=1 
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En utilisant l'inégalité : 


1 1 
cotgt <-<—— pour te ]0, x/2{, 
t sint 


en déduire la valeur de la somme de la série ZX 1/n°. 
n>l 


1.7. — Déterminer (x, fi) e R°? tel que : 


7 1 
Vn e N* | (at + Bt?)cos nt dt = = 
0 n 


— T 
En déduire : DE _. 
1.8. — On considère la suite (u,) définie par 0 < u, < let u,,, = u, — ui. 
Montrer que la suite u, converge. Quelle est sa limite ? 


Montrer que la série de terme général u? converge. Montrer que les séries de termes 
ñn 


généraux Log (u,,./u,) et u, divergent. 
Montrer que u, < 1/(n + 1), et que la suite (nu,) est croissante. Soit Î sa limite. On 
pose u, = ({ — v,)/n. Montrer que la série de terme général v, — v,,, converge. En 


déduire que u, est équivalent à 1/n. 


| 
— 2) et én appliquant 


Retrouver plus rapidement ce résultat en considérant 
Un+1 Un 


le théorème de Césaro (cf. ex. 1.15 du tome IIT). 


Cr, 


1.9. — Existence et calcul de 1 + 5 ne Can 


n=i 


(On pourra utiliser les intégrales de Wallis (111.6.7.2).) 
1.10. — Soit (a,),.\ une suite décroissante de réels, qui admet 0 pour limite. On pose : 
Vn e N* b, = n(a,_-, — a,). 

Montrer que les séries Za, et. E b, sont de même nature. En cas de convergence, 
comparer les sommes. 7) 

111. — Soient p > 2 un entier et (a,),.N une suite de réels positifs, décroissante. 

Montrer que les séries Z a,et Zp"a, sont de même nature. 

Application: étude de la série Z PTE À 

n>2 n(Logn) 

1.12. — Soit (a,),.\ une suite de réels. Montrer que si la série ZX af est convergente 


; a Le 
la série Z — est convergente. Que pensez-vous de la réciproque ? 


n>i fñ 
1.13. — Nature de la série de terme général : 


C1.(n — 1)F + [2.(n — 2)] + ... + [(n — 11}, (x e R). 


1.14. — Sommer, lorsqu'elle est convergente, la série Zu,, à termes dans R,, telle 


que, pour tout neN: —— = ru (a et b donnés). 
n 


EX ERCICES 49 


1.15. — Soit Za, une série convergente, à termes dans R,. Étudier les séries : 
Sa, E - pe à 
a 3 _ a [1 , ü ü . 
A l+a, A 
1.16. — Soit Za, une série divergente, à termes dans R,. Étudier les séries : 
a a, a a 
La, E—" En, EE ——"—— 
l +a, 1 + na, 1 +n‘a, n>ldo+a +... +a,-; 
(avec a, > O). 
1.17. — Soit (a,),.\ une suite décroissante d'éléments de R,, telle que la série Za, 


converge. Montrer : lim (na,) = 0. Peut-on énoncer une réciproque? 
n—+ + oo 


1 
1.18. — Soit « un réel tel que l'intégrale 1,, = f (Arc sin t}* dt ait un sens pour 
0 


tout ne N*. 
a) Montrer: lim 1,, = 0. 


n +00 


b) Étudier la série ZI, 


n>l 


1.19. — Soient (a,),.\ une suite de réels strictement positifs, telle que la série Za, 


diverge, et (u,),.\ une suite de réels. Montrer que si (=) a pour limite |, alors: 


> n | D a admet / pour limite. 
=0 =0 
Étudier la réciproque. 


t 
1.20. — Soitf:[0, + o[ — R,,croissante, telle que :! = lim € < 1. On définit 


+ 7x 


la suite (x,),.n par x, > Oet x,,, = f(x,). Montrer que la suite (x,),.\ est convergente. 


1.21. — Soit Za, une série à termes dans R, . On lui associe la suite (b,),.\ telle que : 


bb=0et2b,,, =b,+./b2+a, (neN*) 


Montrer que cette suite est de même nature que la série. 

1.22. — On pose u, = (1 — th njh1/; | = lim u,; a, = u, — L. Étudier Er 

1.23. — Nature de la série déduite de la série harmonique en remplaçant par 0 les 
termes dont l'écriture décimale des inverses comporte un 9. 

1.24. — On désigne par p le nombre des chiffres de l’écriture décimale de n e N*. 


Étudier Z 10 — nr. ZE pr, En ip. 


n>li n>i 


1.25. — Sommer La,, avec: 43, = ———, 43,,, = ———, 433,2 = 
ân + 1 n 
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g" 


1.26. — Ond C, 1. Sommer = 
n donne ze €, avec {z| # o r GE) 


a 
1.27. — On donne a;, ..., a, Étudier D. où a, = 4, ke N,, lorsque n est 
n2zln 


congru à k, modulo p. 


2 { 
1.28. — Sommer > | Am où a, = 2n (l cos (2nt). Log É cos :) dt. 
n > 0 


t— 1 


1.29. — Étudier la fonction f: t — exp 3 


Étudier la série Z a avec a, = f(n) + à + Ë ((x, B) e R°?). 
n > n 


1.30. — Soit (z,),n une suite de nombres complexes telle que, pour p + q, 
2, — z.41 > d(de RŸ donné). Étudier la série Z[z,|7". On montrera qu’elle converge pour 
x > 2. 

1.31. — Dansla série harmonique alternée, on prend p termes positifs, puis y termes 


négatifs, puis p termes positifs, et ainsi de suite. C’est ainsi que pour p = 3et g = 2,on 
obtient : 


Montrer que la série ZX 4n CONVETE, et calculer sa somme. 
n > 


1.32. — Soit Za, une série convergente. On pose : 


LI 7 x 
= — k ; b, = “ À 
int” (£ a) n +1 


Montrer que la suite (x,),..n. converge. Étudier la série X Le 
n > 


en ne . S(n) 
1.33. — On pose: s{(n) = D k”",(n > 1). Etudier la série L, ——, (axe R). 
n>2 n° 


k=2 


1 1 
1.34. — On pose: a,, = :. + ksin —;a,,,; 
n 


— = — (kLeR, se R*). Nature 
n° 2n + 1 


de la série ZX Le Dans quel cas peut-on Appliquer le théorème des séries alternées ? 
n > 


foi 1 en 
1.35. — Justifier l'égalité: — — Log(l — rt} — - | dt = —————, 
S | t? A ) l 2 n(n + 1) 


Calculer séparément l'intégrale et la somme de la série. 


EX ERCICES Si 


,. <JU) 
1.36. — Soit fune permutation de N*. Montrer que la série 2. diverge, et que 
Fee 


l’on peut choisir f pour que la série Z 1/, /f{n) . f(n + 1) converge. 


1.37. — Exhiber une série convergente Za, à laquelle il soit impossible d'associer 
a e R\!{1} tel que la série Zja,|" converge. 


1.38. — Étudier à l’aide des séries les intégrales impropres : 
——— dt, —————, x'e-xsin"t de. 
o 1+t({sin?r) o 1+tlsint| . 


1.39. — Soient E, F des espaces de Banach. On note Isom (E, F) l’ensemble des 
isomorphismes (algébriques) de E dans F qui sont des homéomorphismes. Montrer que 
Isom (E, F) est un ouvert (éventuellement vide) et que u u”! est une application 


continue de Isom (E, F) dans Isom (F, E). (On utilisera ici le fait que si ve Ÿ(E) vérifie 
+x 


Ill < 1, alors e — v est inversible dans S4(E), en considérant ÿ &": on comparera à 
n=0 


111.8.5.3, 1.) 


1.40. THÉORÈME DE MERTENS. — Soient Za, et Zb, deux séries complexes, la première 
semi-convergente, la seconde absolument convergente. On pose : 


+ co + © + © n 
A= ÿ a, B= ÿ b,; B'= ÿ lb, = » &b,-4; 
n=0 n=0 n=0 k=0 


L n n 
A,= ) a; B,= ÿ b,; C, = dcr 
p=0 p=0 p=0 

1° Vérifier que: 
a) Les suites (a,),en €t (|4,l),en admettent des majorants, k et K. 
b) À tout ee R% on peut associer N, e N tel que n > N, entraîne: 
D) [al <e , las, + 4,42 < 6; ...;:10,4, + ... + a, < €; 
Hi) [a] < e ; |a,,,] < € ; ...;1a2,l < €; 
111) lb, 411 + Ib, +2] +... + [b24l < €. 


2° Montrer: lim |C;, — 4,B,] = 0; lim c,, = 0. 
nn + — +: 


n A 


3° En déduire que la série Zc, converge, et a pour somme AB. 
FAMILLES SOMMABLES. PRODUITS INFINIS. 


1.41. — a) Montrer que, pour teRet ne N* on a: 


1 n — | 
in ne = 292 sin ein + 2x) sin(e + «) 
n n 
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Montrer que, pour ñn = 2p + 1,teR et nt non multiple de x, on a: 


1 n — Î 
cotg nt = (— 1 cougr.cotg & oh ) nu cou (: + 3) 
n 


b) En déduire que, pour n = 2 +1i,teR et t non multiple de r, on a 


P 


2ntgt/n 
cotg t = 


+ . 
ntgt/n ,=,cos? kn/n.(ntgt/n)? — (n sin kr/n}° 


c) Montrer que, pour tout te R, non multiple de x, on a: 


Re 2t 


Cotgt = — + REP 
An EN 4 


(On utilisera la théorie des séries doubles.) 


e? 
1.42. — a) Montrer que pour t e R\rZ, le produit infini t rI(: — ) est 


n>l n? 14 2 
absolument convergent. 


b) Montrer les égalités, pour n = 2p + 1: 


| | sin? t sin? t 
sin nt =nsint|1 — — (1 — ————— 
sin? ñ/n 


| sin? pr/n 
tg?t tg?t 
in ne = costume. (1 — : hotte = ) 
tg? n/n tg? pr/n 


TK 
c) Établir pour 0 < x < y < — les inégalités: 


sinx x 


Re 
siny y 


En déduire, pour t e R\rZ: 


+ 
[I 


: 
1 — ; = Sin ft. 
n=]1 n°r° 


œ 
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SUITES ET SÉRIES 
D’APPLICATIONS 


2.1. GÉNÉRALITÉS SUR LES SUITES D'APPLICATIONS 


2.1.1. Convergence simple; convergence uniforme 
On considère un ensemble quelconque E et un espace métrique (F, d). 


1° DÉFINITION I. — On dit qu’une suite f = (f,),., d'applications de E dans F 
converge simplement (sur E) si, et seulement si, pour tout x € E, la suite (f,(x))..\ 
admet une limite. 

En désignant cette limite — dont l’unicité est connue — par f(x), on détermine 
une application f: E — F qui, du fait de son unicité, peut être appelée la limite 
simple (sur E) de la suite f; on dit que f converge simplement (sur E) vers f. 


REMARQUES. — a) Les f, étant des applications admettant E pour ensemble de définition, 
l'expression « f converge simplement sur E»est un pléonasme. Dans la pratique, nous aurons le plus 
souvent affaire à une suite f = (f,),.n de fonctions d’un ensemble E vers un espace métrique (F, d); 
nous dirons alors qu'étant donné E’ & E, f converge simplement sur E si, et seulement si, les f, sont 
toutes définies sur E’ et si la suite des restrictions des f, à E’ converge simplement (sur E”), au sens de la 
définition I. Pour éviter toute cause d’erreur, nous accepterons le risque de commettre un pléonasme. 


b) Nous écrirons f = (EAN lorsque nous ne disposerons que d’une application de 
N\{O, ...,n0 — 1} dans FE. 


DÉFINITION II. — On dit qu'une suite f = (f,),.\ d'applications de E dans F 
converge uniformément sur E si, et seulement s’il existe une application / de E dans 
F telle que la suite d'éléments de R dont le terme général est : 


H, = Sup d(:0x), 0x) 


admet 0 pour limite. 


Notons qu’alors f converge simplement sur E vers f, ce qui implique l’unicité 
de f et permet de dire que f est la limite uniforme sur E de la suite f. 


REMARQUES. — a) Les exemples du 3° montreront qu'il peut se faire qu’une suite converge 
simplement sur E sans qu'elle converge uniformément sur E. 


b) Si f est limite uniforme sur E d’une suite d’applications f, toutes bornées sur E, alors f est 
bornée sur E. En effet, il existe d'une part NE N tel que sup d(fM{x), f(x)) < !, d'autre part 
xeE 


(a,rje F x R*% tel que sup d{a,f\(x)) < r. D'où: 
xeE 


sup d(a, f(x)) < r + 1. 
xeE 
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c)} Ne dépendant que de la nature topologique de F, l'existence de la limite simple et la limite 
simple ne sont pas modifiées si on remplace d par une distance topologiquement équivalente. Par 
contre, l'existence de la limite uniforme fait intervenir explicitement le choix de la distance d'; il est 
cependant aisé de constater qu’elle n'est pas modifiée si on remplace d par une distance équivalente, et 
même par la distance d’ = inf (d, 1). 


2° Formulations. — Soit f une suite d’applications de E vers F et f une 
application de E vers F. Par définition : 
— la convergence simple sur E de f vers f se traduit par: 


1) VXxeE VeeR* 3NEN Vn>N d(fi{x) f(x) < € 


— la convergence uniforme sur E de f vers f se traduit par: 


Vee R# INEN Vn>N supd(f{(x) f(x) < € 
xeE 
c'est-à-dire par: 
11) VeeR* 3NEN Vn>N VxeE d(f{x) f(x) < € 


On notera que: 
— j)et ii) ne diffèrent que par la place de (VxeE) ; 
— dans i)}, N dépend de x et de &; dans ii) N ne dépend que de &. 


REMARQUE. — Dans le cas où E est un intervalle de Ret où F = R, on peut considérer, dans un 
plan P affine rapporté à un repère, les représentations graphiques T,, C, C,, C -, des applications f,, f, 
J+e.f-e(neN,eeR). On constate que f converge uniformément sur E vers j si, et seulement si, 
pour tout €, F, est inclus, pour n assez grand, dans la partie du plan P qui est comprise entre C,, C.., 
et éventuellement deux parallèles à l’axe des ordonnées. 


3° Plan d'étude. — Soit f = (f,),.N une suite d'applications de E dans F. 

@ S'il existe x, € E tel que la suite (f(xo)),. N d'éléments de F soit divergente, 
alors la suite f ne converge pas simplement sur E, et a fortiori ne converge pas 
uniformément sur E. 

@ Supposons maintenant que nous ayons montré que f converge simplement 
sur E; désignons par fla limite simple; si f converge uniformément sur E, ce ne 
peut être que vers f. 


Il peut arriver que des considérations de continuité et d’intégrabilité 
permettent de conclure à la non-convergence uniforme (cf. 2.2.1),maisen général, 


on se reporte à la définition : on étudie la suite d'éléments de R dont le terme 
général est : 


Hn = SUP d(f,{x), f{x)) 


EXEMPLES. — a)f,: [0,1]—-R t #1. 
Pour t e [0, 1] donné, la suite réelle (f,(t)),.N admet 0 ou 1 pour limite selon que t € [0, 1[ ou 
t = 1. La suite f admet donc une limite simple sur [0, 11, à savoir l'application 


f: LO1]J—R  f(t)=0 si refy, if; f(1) = 1. 
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Ici: VneN pu, = 1. La convergence n'est pas uniforme sur [0, 1]. En revanche, pour a e [0, If 
donné, on a: 


VneN sup [f{(t) — f{t)] = a" 
te[0, a] 


Pour tout a € [0, 1, la suite f converge donc uniformément sur [0, a] vers l'application nulie de [0, a] 
dans R. Mais on notera bien qu'il n’y a pas convergence uniforme sur [0, 1[. 


b)f:R, -R t-nte ", neN*,aeR,). 
PourteR, donné, la suite réelle (f,(t))},.n admet 0 pour limite (considérer successivement t = 0 


ett > 0). La suite f admet donc une limite simple sur R,, à savoir l’application nulle de R, dans R. 
Pour n e N* donné, le tableau de variation de f, 


montre qu'ici u, est /,(n°') = n*°le°!, On en déduit: 


— Sia<1l,alors lim jp, = 0; il y a convergence uniforme sur R, ; 


ns + 


— Sia > 1(resp.æ = 1),alors lim up, = + œ(resp. lim up, = e ‘);iln'ya pas convergence 


nan + n-+ x 


uniforme sur R, ni d’ailleurs sur R%. En revanche, pour a e R* donné, on a: 


Vn > 1/a sup |f{t) = nue" 
te[a, + of 


F1G. 2. 


Pour tout a e R*, ia suite f converge donc uniformément sur [a, + ol. 


f nt 
cf R-R tr — 
1 + nr? 

Il est aisé de voir que f converge simplement sur R vers l’application nulle. On a: 

1 1 1 

VneN a) = -,et donc: VneN u, >— 

n 2 2 
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Il n'y a pas convergence uniforme sur R. Le lecteur pourra montrer que pour ae R#,il ya 
convergence uniforme sur R\]— a, + af. 


REMARQUE. — Nous venons de voir que, en cas de convergence simple vers f, la non-convergence 
uniforme peut se prouver par l'existence d'une suite (E,),.n d'éléments de E telle que la suite 
(d({E,), f16,)),en n'admette pas O pour limite. 


4° Convergence uniforme sur un ensemble <# de parties de E. — DÉFINITION. — On dit 
qu'une suite f d'applications de E dans F converge uniformément sur un ensemble .# de parties de E si, et 
seulement si, pour tout À € .#, la suite f converge uniformément sur A. 


Notons que f peut converger uniformément sur l'ensemble de parties 4 sans converger 
uniformément sur [J À. C'est le cas pour la suite f = (f),.N avec: 
A€-Ÿ 
f,: (0,1]1—R tt”, 


Cette suite converge uniformément sur l’ensemble + = {[0, alla € [0, 1[} de parties de [0, 1], 
mais ne converge pas uniformément sur [0, 1[. 


EXEMPLE. — Si E est un espace topologique, et si .-æ est l'ensemble des parties compactes de E, 
on parlera de « convergence uniforme sur tout compact ». 


2.1.2. Le critère de Cauchy uniforme 


Soient E un ensemble quelconque, (F, d) un espace métrique, f = (f,).n 
une suite d’applications de E vers F. 


DÉFINITION. — On dit que f est une suite d'applications uniformément de 
Cauchy sur E si, et seulement si elle vérifie la condition suivante, dite critère de 
Cauchy uniforme sur E : 


VeeR* 3NEN Vn>N Vm>N supd{(f,{x})f,(x)) < € 
x€eE 
PROPOSITION I. — Si f converge uniformément sur E, alors f est uniformément 
de Cauchy sur E. 


Par hypothèse, il existe f, limite uniforme de f sur E. 
Soit € e R#. Il existe Ne NN tel que: 


Vn>N VxeE d(f(x), f(x)) < e/2 


On en déduit que, pour tous n > N,m>N,xeE: 
dJA(x), LC) < d(f, (x), f(x) + d(Z,(x), f(x) < € Q 


PROPOSITION II. — Si f est uniformément de Cauchy et converge simplement 
sur E, alors f converge uniformément sur E. 


Soit £ e R*. D’après le critère de Cauchy uniforme, vérifié par hypothèse, il 
existe N E N tel que : 


Vn>N YVm>N VxeE d(f (x) f(x) < €. 


2.1.3 GÉNÉRALITÉS SUR LES SUITES D'APPLICATIONS 57 
Fixons provisoirement x e E et n > N. Nous avons: 


Vm > N d(J (x) fx) < e. (1) 
Par hypothèse, il existe f limite simple de f sur E et donc, pourlepointxe E 
considéré : 
lim În(>x) = f(x) (2) 
Compte tenu de la continuité de la distance, de (1) et (2) on déduit: 


d(f(x), f(x) < & 


En conclusion : 
VeeR* 1NEN Vn>N VxeE d(f{x) f(x) < € Q 


PROPOSITION III. — Si l’espace métrique (F, d) est complet, alors pour que la 
suite d'applications f converge uniformément sur E, il faut et il suffit qu’elle soit 
uniformément de Cauchy sur E. 


Compte tenu des propositions I et IL, il suffit de montrer que, si (F, d) est 
complet et si f est uniformément de Cauchy sur E, alors f converge simplement 
sur E. Cela tient à ce que, dans ce cas, pour tout x € E, (f,(x)),. N est une suite de 
Cauchy d'éléments d’un espace métrique complet F, et donc une suite 
convergente. 0] 


2.1.3. Topologie de la convergence uniforme 


Soient E un ensemble quelconque et (F, d) un espace métrique. On désigne par à l'application de 
FE X FE dans R, déterminée par : 


Ô(/, g) = sup d(f(x), g(x). 
xeE 
Nous laissons au lecteur les démonstrations, très simples, des propositions suivantes : 


PROPOSITION I. — L'application à est une pseudo-distance (111.2.3.3, 2°). 


PROPOSITION II ET DÉFINITION. — L'application 6, de FE x FE dans R, déterminée par 
8o(/, g) = inf (ô(f, g), 1) est une distance sur FE. La topologie induite sur FE par cette distance est dite 
topologie de la convergence uniforme sur FE, 


PROPOSITION III. — La suite f d'applications de E dans F est uniformément convergente sur E 
(resp. uniformément de Cauchy sur E) si, et seulement si la suite f d'éléments de l’espace métrique 
(FE, 6o) est convergente (resp. de Cauchy). 


La proposition III du 2.1.2 peut donc se traduire par: 


PROPOSITION IV. — Si l'espace métrique (F, d) est complet, alors l’espace métrique (FE, ô,) est 
complet. 
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REMARQUE. — Soit 4(E, F) l’ensemble des applications bornées de E dans F. Il est aisé de 
constater que la restriction de la pseudo-distance à à @(E, F) x Æ(E, F) est une distance et d'en 
déduire que si l’espace métrique (F, d) est complet, alors l’espace métrique (@(E, F), à) est complet. 

Sur Æ(E, F), à est appelée distance de la convergence uniforme. 


2.1.4. Suites d’applications à valeurs dans un e.v.n. 


1° PROPOSITION I. — Soient E et F deux espaces vectoriels sur K(R ou €), F 
étant normé, et soit f = (f.),.\ une suite d'applications linéaires de E dans F, 
admettant une limite simple f sur E. Alors f est linéaire. 


Soient (x, y) e E?, (a, B)e K°. On a: 
f(ax + By) = lim (ax + By) = lim Caf(x) + BÉ(»)] = f(x) + By) D 


PROPOSITION II. — Soient E un ensemble, F un e.v.n. Alors l’ensemble Z des 
suites d'applications de E dans F qui convergent uniformément sur E est un espace 
vectoriel et l'application qui à un élément de Ÿ associe sa limite uniforme sur E est 
linéaire. 


Démonstration facile, laissée au lecteur. 


PROPOSITION III. — Soient E un ensemble, F, G, H des e.v.n., T une application 
bilinéaire continue de F x G dans H, f = (f,),.\ et g = (g,),.N des suites 
d'applications de E dans F et de E dans G respectivement, admettant des limites 
uniformes sur E, f et g, bornées. Alors la suiteh = (f, T g,),.\, d'applications de E 
dans H admet f T g pour limite uniforme sur E. 


Par hypothèse, il existe keR.,,KEeR, et K'ER, tels que: 
V(y,zjeF x G {y T2 < klyzil; 
sup|LfGo)| < K; sup [lgCx) < K° 


Posons : 


H, = Sup IIS(x) — fGOI, = sup Ilg,(x) — g(x)il 
En utilisant le fait que f, T g, — { T g s'écrit: 
G-NT@-g) +fT(a -9) + —-F)Tg 
on constate que supll£(x) T g,{x) — f(x) T g(x)il est majoré par 
k(U,H, + UK" + Kp). im 


REMARQUE. — Si f admet f (pas nécessairement bornée) pour limite uniforme sur E et si 
g: E — G est bornée, alors (f, T g),.n admet f T g pour limite uniforme sur E. 


2° Norme de laiconvergence uniforme. — a) Soient E un ensemble, F un e.v.n. et #(E, F) l’espace 
vectoriel des applications bornées de E dans F. Pour tout fe &(E, F) on dispose de ||f|| = sup {|f(x)il. 
xeE 
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Le lecteur vérifiera aisément quef -||f||est une norme sur &(E, F), à laquelle est associée la distance 
Ô de la convergence uniforme. 


DÉFINITION. — L'application f —sup||f(x)|| de Œ(E, F) dans R, est appelée norme de Ia 


xeE 
convergence uniforme. 


On constate que, pour cette norme, st F est de Banach, Z(E, F) est aussi de Banach. 


b) Sion se limite aux applications bornées, on retrouve alors les propositions Il et III comme des 
théorèmes classiques sur les opérations sur les limites dans les e.v.n. Notons d’ailleurs que dans le cas 


de la proposition III, les suites (f,),.n €t (8.),en Sont des suites d’applications bornées, au moins à 
partir d'un certain rang. 


3 Retour sur les espaces Ÿ{(E, F). — Soient E et F deux e.v.n. Nous avons muni l'espace 
SE, F) des applcations linéaires continues de E dans F de la norme: 


u tu] = sup lux). 
Ixh< 1 


Notons B=1!xe E||ix\] < 1}. Alors une suite (u,),.n d'éléments de Z(E, F) converge vers 
u € S(E, F) si, et seulement si la suite des restrictions des u, à B converge uniformément (sur B) vers 
la restriction de u à B. 

On vérifie aisément, par des homothéties : 


PROPOSITION. — Une suite (u,),.1 converge vers u dans l’e.v.n. (E, F) si,et seulement si la suite 
d'applications (u,),.n Converge uniformément vers u sur toutes les parties bornées de E. 


2.1.5. Convergence d’une famille d’applications 


Soient E un ensemble, (F, d) un espace métrique, G un espace topologique, A une partie de G, À, 
un point de À, et enfin f = (f,),.\ une famille d'applications de E dans F. 


DÉFINITION. — On dit que la famille f converge simplement sur E lorsque À tend vers À, en 
appartenant à A si, et seulement s’il existe une application f : E — F telle que: 


VxeE lim f(x) = f(x). 
À A, ÀEA 


On dit que la famille f converge uniformément sur E lorsque À tend vers À, en appartenant à A si, et 
seulement s’il existe une application f : E — F telle que l'application 


U: ADR, À sup d(f,(x), f(x) 


xeE 
admette 0 pour limite lorsque À tend vers À, en appartenant à A. 


Le lecteur étendra aisément à une famille d'applications les résultats déjà acquis pour une suite 


d'applications, y compris le critère de Cauchy uniforme dans le cas où G est métrisable et où (F, d)est 
complet. 


EXEMPLE. — G=R;A=R; Ao= + of: R—+R 1: +7"; f admet une limite simple 
sur R, lorsque À tend vers + oo, à savoir l'application f : R — R déterminée par f(0) = 1 et f{t) = 0 


pour t # 0. Ici, pour tout À >.0, p{A) = supe-À"”" = 1. Il n'y a pas convergence uniforme sur R. En 
teR° 


60 SUITES ET SÉRIES D'APPLICATIONS 2.2.1 


revanche, pour tout ae R#,on a 


sup A4) — SU = e7*° 
Mi>a 


et 1] y a convergence uniforme sur R \]— a, + af. 


2.2. CONTINUITÉ, DÉRIVABILITÉ, INTÉGRABILITÉ 
DE LA LIMITE D'UNE SUITE D'APPLICATIONS 


Introduction 


La limite simple d'une suite d'applications possède certaines des propriétés de ces applications. 
C’est ainsi que le lecteur démontrera : 


PROPOSITION. — Soit f = (f,),-N une suite d'applications d’un intervalle réel 7 dans R, de limite 
simple f sur /. Si pour tout n, f, est croissante (resp. décroissante; resp. convexe) sur /, alors f est 
croissante (resp. décroissante; resp. convexe) sur Î. 


Cependant l'étude desf, : t —t",de[0, 1]dansR, nous a appris que la limite simple d'une suite 
d'applications continues peut ne pas être une application continue. 

Nous aîlons maintenant donner des conditions suffisantes pour que sojent conservées la 
continuité, la dérivabilité ou l’intégrabilité. 


2.2.1. Continuité et limite 


1° THÉORÈME. — Soient E un espace topologique, (F, d) un espace métrique, 
a un point de E, enfin f = (f,),.\ une suite d’applications de E dans F, toutes 
continues en a, qui converge uniformément sur E vers une application f. Alors f est 
continue en a. 


Soit € e R#. On peut lui associer N e N tel que: 
sup d(f,(x), {x)) < €/3. 
xeE 


D'après la continuité de f, en a, il existe V, voisinage de a dans E, tel que: 


VxeV  d{fi(x), fy(a)) < E/3 
En utilisant : 


dx), fa) < dUx), f(x) + dUr(x), y(a)) + ds (a), fa) 


on obtient : 
VxeV d(f{x) f{a) < € O 


COROLLAIRE. — Si une suite d'applications continues sur E converge 
uniformément sur E, sa limite est une application continue sur E. 
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INTERPRÉTATION DU COROLLAIRE. — @(E, F) désignant la partie de l’espace métrique (FE, à.) 
constituée par les applications continues, le corollaire dit que toute suite convergente (dans FË) 
d'éléments de @(E, F)a sa limite dans @(E, F), quiest ainsi un fermé de FË(111.2.3.5, 2°); si,en outre, 
(F, d) est complet, alors (@(E, F), ô,) est complet (IIH.2.4.2, 2°). 


REMARQUES. — a) Siunesuite d'applications continues de E dans F admet une limite simple sur 
E, non continue, on peut affirmer que la suite ne converge pas uniformément sur E; cette remarque est 
très utile dans la pratique. 


b) Le corollaire n’est qu’une condition suffisante : une limite simple d'applications continues 
peut être continue sans qu’il y ait convergence uniforme (cf. exemple b) du 2.1.1.3°). 


2° THÉORÈME. — Soient (E, d,) et (F, d,) deux espaces métriques et 
f = (f,),en une suite d'applications de E dans F, toutes uniformément continues sur 
E, qui converge uniformément sur ÆE vers une application /. Alors f est 
uniformément continue sur E. 


Soit € e R*. On peut lui associer un naturel N tel que: 
sul dUn(x), f(x)) < &/3. 


D’après l’uniforme continuité de f, sur E, 1l existe n € R* tel que: 


V(x, x')eE? difx, x) < n = d,(f,(x), f(x") < €e/3 
En écrivant : 


d,UQx), x) < 00), 0) + 10), A) + de), F0) 
on obtient : 
V(x, x')eE* difx, x) < n = d,(f{x), (x) < € O 


3° Cas de la convergence uniforme sur l'ensemble des compacts. — 
THÉORÈME I. — Soient E un espace topologique métrisable, (F, d) un espace 
métrique, et f = (/,),.\ une suite d'applications continues de E dans F, qui converge 
uniformément sur tout compact de E. Alors f converge simplement sur E et sa 
limite simple est continue sur E. 


Tout point x € E est tel que {x} est une partie compacte de E; il existe donc 
lim f(x); en désignant cette limite par f(x), on dispose de l'application 
n—+ + co 


f: EF, limite simple de f sur E. 

Considérons un point ae E. E étant métrisable, pour montrer que f est 
continue en a, il suffit de montrer (111.2.3.5, 3°) que, pour toute suite (x,),.\ 
d'éléments de E de limite a, la suite (f(x,)),.\ admet f(a) pour limite. 

Soit (x,),.… une telle suite, et soit K la réunion de {a} et de l’image de la suite. 
Pour tout recouvrement % de K par des ouverts de E, l’un des ouverts contient a, 
et donc tous les éléments de K, sauf un nombre fini d’entre eux; on peut ainsi 
extraire de # un sous-recouvrement fini; K est un compact de E. La suite des 
restrictions des f, à K, qui sont continues sur K, converge uniformément (par 
hypothèse) vers la restriction de f à K, qui est ainsi continue; la suite (/{x,)),en, 
qui est aussi (f!L.(x.)), admet pour limite f|.(a), qui est aussi (a). CO 


EXEMPLE. — On peut appliquer ce théorème à f,: [0,1[ R , tr. 
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REMARQUE. — THÉORÈME II. — Soient E un espace topologique, (F, d) un espace métrique, 
f=(/f,),eN une suite d'applications continues de E dans F qui converge uniformément sur un ensemble .y 
de parties de E. Si de plus tout point de E admet un voisinage élément de .. alors f converge simplement 
sur E et sa limite simple est continue sur E. 


Vérification laissée au lecteur, qui utilisera 111.2.2.3, 2° a). O 
Notons que le théorème I n’est pas en général un cas particulier du théorème II. 


A titre d'exercice, le lecteur pourra redémontrer au moyen du théorème 11 l'assertion : Si F est un 
espace de Banach, Z(E, F) est un espace de Banach (utiliser l’ensemble des parties bornées de E). 


4 Cas d’une famille d'applications. — En s'inspirant du 1°, le lecteur établira sans difficulté : 


THÉORÈME. — Soient E un espace topologique, F un espace métrique, G un espace topologique, 
AcGeæire À, enfin f = ( f\)eA une famille d'applications continues de E dans F, qui converge 
uniformément sur E vers une application /, lorsque À € À tend vers À, Alors / est continue. 


Il reprendra, de la même façon, l'étude du 3° (convergence uniforme sur l'ensemble des compacts 
de E). 


S Le théorème d’interversion des limites. — 1] s'agit d’une extension du théorème précédent. 
On considère deux espaces topologiques métrisables E et G, une partie À € E et un point 
X0 € À, une partie À € G et un point À, € À, un espace métrique (F, d), enfin une application 
h:A x À — F. On dispose ainsi des deux familles d'applications f = (f;)iea et g = (g,)Le4, avec : 


f:A—F x (x, À); g: A FE À -hx, À). 


(La donnée de l’une des familles aurait d’ailleurs déterminé h et l’autre famille.) Avec ces 
notations, nous allons démontrer : 


THÉORÈME. — On suppose que f converge uniformément sur À, lorsque À € A tend vers À, vers 
une applicationf: À — F;on suppose d'autre part que g converge simplement sur À, lorsque x € À tend 
vers x,, Vers une application g: À — F. Dans ces conditions : 


i) S'il existe lim  g({A), alors il existe lim f(x) et les deux limites sont égales; 
À — us ÀEA X Xus XEA 


ii) Si F est complet, alors il existe lim g(À) et i) s'applique. 
À Ag ÀEA 


Démonstration de ii). — Soit £ e R%. La suite f étant uniformément de Cauchy, il existe un 
voisinage F de À, dans G, tel que: 


VOAX)E(V NA) sup d(filx} fx) < € (1) 
xEA 
La famille g convergeant simplement, pour À et À fixes, f; et f,. admettent respectivement g{À) et 
g(À'}) pour limites en x,, suivant 4. 
En utilisant la continuité de la distance d, on obtient: 


VA A)E(V NA dy) gA) < € (2) 


G étant métrisabie, le critère de Cauchy pour les fonctions (H11.2.4.2, 5°) permet de déduire de (2) 
que g admet une limite en À, suivant A. Q 

Démonstration de 1}, — Soit ee R%, la suite f étant uniformément convergente, il existe un 
voisinage V, de À, dans G, tel que: 


Vie NA sup d(f,(x), f{x)) < £/3 (3) 


XEA 


2.2.2 CONTINUITÉ, DÉRIVABILITÉ, INTÉGRABILITÉ 63 


Par ailleurs l'existence de lim g(À) = !/ permet d'associer à € un voisinage V, de À, dans G, tel 
À, ÀEA 
que : 


Viep,. nA  d(gà,)< Ee/3 (4) 


Choisissons un point u de V, n V, n A et écrivons que f, admet g(u) pour limite en x, suivant 
À; on peut associer à € un voisinage U de x, dans E, tel que: 


VxeUnA d(f{x} gu) < €/3 (S) 


En utilisant (3), (4), (5), et en tenant compte de: 


d(f{x), D < d(f(x), f(x) + d(f,(x), g(u)) + d(g(n), D 
on constate qu'à tout € € R% on peut associer un voisinage U de x, dans E tel que: 
VxeUnA d(f{x), D < € 
On peut donc affirmer: {= lim f(x). Q 


ADATA | . ; 
REMARQUES. — a) On peut intervertir les rôles des familles f et g. 


b) Le théorème se retient sous ia forme condensée (qui justifie son nom): 


lim (lim h(x,À)}) = lim (lim H(x,À)) 


Xxp À—À, Ag x-xg 


c) On l'utilise souvent dans le cas où l’une des familles est une suite (par exemple G = R, 
A=N,Ag= + XX) 


d) En fait l'hypothèse G métrisable ne sert que dans la démonstration de ti), l'hypothèse E 
métrisable est inutile. Dans la pratique courante, l'énoncé proposé est largement suffisant. 


EXEMPLE — E=G=R, A=A=R;, F=R;1,=l0= +2. 


a) Adoptons d'abord: h(t, À) = 


t + À? 
Ici les familles f et g convergent uniformément sur R* vers l'application nulle; le théorème 
s'applique; on constate d’ailleurs aisément : 


; À | À 
lim lim = lim lim 
t+ax A+ t + À? Àm+ae\inta t + À? 


b) Adoptons maintenant: h(t, À) = 


t+A 
Ici les familles f et g convergent sur R% respectivement vers les applications t + 1 et À 0, 
mais le lecteur vérifie qu'il ne s'agit que de convergences simples; d'ailleurs: 


À À 
lim lim = 1: lim lim = (. 
tx Nota t + À At Mot + À 


2.2.2. Applications réglées 


1° Nous allons reprendre, en la complétant, une définition déjà donnée au 
111.4.6.2, 2°. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient [a, b] un intervalle compact de R, F un 
e.v.n., & l’espace vectoriel des applications en escalier de [a, b] dans F, et 
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f: [a b] — F une application. Les assertions suivantes sont équivalentes : 
i) f peut-être approchée uniformément par des éléments de &, ie. : 


VeeRt 19e Lt ICE) — PGI < € 
tela, 


ii) f est limite uniforme sur [a, b] d’une suite d'éléments de &. 


Toute application f vérifiant ces deux assertions sera dite réglée sur [a, b]. 


] 
i) = ii). D’après 1), pour tout ne N on peut associer à €, = en un 
n 
élément w, € 6 tel que: 
su t) — pl(t)|| < 
sup VU) Pat) a 
f est donc limite uniforme sur [a, b] de la suite (@,),.n. = 


li) = 1) Supposons qu’il existe une suite(,),.\ d'éléments de & qui converge 
uniformément vers f sur [a, b]. A tout € e R* on peut associer N e N tel que 


Done IE) — pat) < €. f] 


REMARQUE. — L'ensemble des applications réglées de [a, b] dans F est un sous-espace vectoriel 
de Fl*:?1, qui contient & et est inclus dans #([a, b], F), une application réglée sur [u, b] étant bornée 
au titre de limite uniforme d’une suite d'applications bornées. Plus précisément il s'agit de l’adhérence 
de & pour la topologie de la norme de la convergence uniforme ainsi que le lecteur le vérifiera à titre 
d'exercice. 


PROPOSITION. — À toute application réglée, f: [a, b] — F, on peut associer un 


sous-ensemble au plus dénombrable D € [a, b] tel que f soit continue en tout point 
de [a, b]\D. 

f est limite uniforme sur [a, b] d'une suite (,),., d'éléments de 4. Pour tout 
ne N, il existe un sous-ensemble fini D, € [a, b] tel que w, soit continue en tout 
point de [a, b]\D,. On pose D = {J D,. On applique le théorème du 2.2.7, 1°, 
en tout point de [a, b]\D. L. 


2° Caractérisation des applications réglées. — THÉORÈME. — Soient [ a, b] 
un intervalle compact de R, F un e.v.n., f: [a,b] — F une application. 


i) Si en tout point de [ a, b[, f admet une limite à droite, et si en tout point de 
Ja, b], f admet une limite à gauche, alors f est réglée sur [a, b]. 

ii) Réciproquement si F est complet, et si f est réglée sur [a, b], alors / admet 
une limite à droite en tout point de [a, b[, et une limite à gauche en tout point de 


Ja, b]. 


1) Par hypothèse, les limites existent. Soit £ € R# ; à tout te [a, b] on peut 
associer (,, B,)e R° tel que à, < 1 < , et 


V(t, t2)e (a, tC n La, bl) ft) — f(L)I < € 
V(£, t) € (Jr, B,[ M [a, b])° f(:)— f(t)| < (o 
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étant entendu que pour t = a on prend à, = a — 1,et que pour t = bon prend 
B, = b + 1. 

Du recouvrement ouvert (]u,, BL)», du compact [a, b] on peut extraire 
unsous-recouvrement fini (]a,, B,[)... Désignons par © = (a;),<,<, la subdivision 
de [a, b] dont l'image est constituée par a, b,et par ceux des points t,,, f,, (1 € J) 
qui appartiennent à Ja, b[. Considérons l'application en escalier @ de [a, b] dans 
F qui coincide avec f en chacun des points a, et vérifie: 


VieN, Vela_,al  où)= (=) 


On constate : 


ÉuP: If) — p(t)|] < €. Q 


li) Par hypothèse F est complet et fest limite uniforme sur [a, b] d’une suite 


(@,),\ d'applications en escalier de [u, b] dans F. Soit t, e[a, b[. Pour tout 
ne N, il existe la limite à droite ,{f, +) = lim  o,(r). 


ft lei hp] 
— Pour que le résultat soit acquis, 1l suffit que l’on démontre qu'il existe 
[= lim œft, +hetquel = lim  f(t). 
—+ + œ 


lt tEltos b] 
Il s’agit d’une conséquence immédiate du théorème d’interversion des 
limites, qui s'applique puisque F est complet. Q 


(Le lecteur qui n'aurait pas encore étudié ce théorème commencera par 
vérifier que (@,{to +)},.n est une suite de Cauchy; nous lui laissons le soin de 
terminer la démonstration.) 


CoOROLLAIRE. — Toute application f continue par morceaux (resp. monotone 
par morceaux) d’un intervalle compact [a, b], a < b, de R dans un e.v.n. F (resp. 
dans R) est réglée. 


Montrons que f vérifie la condition i) du théorème. 

Il existe une famille de réels (a, = a, a,, …, a, = b) strictement croissante et telle que, à tout 
ieN,, on peut associer une application , continue (resp. monotone) de [a,_,, a;] dans F (resp. R) 
qui coïncide avec f sur ]a;-_,, af. 

En utilisant la définition de la continuité (resp. le corollaire II du III.4.3.7, 3°), on constate que 
w;, et donc f, admet une limite à droite en tout point de [a;-,, a;[ et une limite à gauche en tout 
point de ]a;-,,a;]. 

Le corollaire s’applique, en particulier, si f est continue (resp. monotone; resp. à variation bornée). 


REMARQUE. — Toute application réglée d’un intervalle compact de R dans un espace de 
Banach est intégrable (1E1.6.4.1) mais une application intégrable peut ne pas être réglée. C'est le cas 
pour 


1 
f:[0,1]—R fH)=sin- sit #0;  f(0)=0 
{ 


qui est intégrable (6.4.2, 2°), mais n’admet pas de limite à droite au point 0. 
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2.2.3. Dérivabilité et limite 


1° THÉORÈME. — Soient / un intervalle de R, F un e.v.n., f = (f,),.\ une suite 
d'applications, toutes dérivables, de 7 dans F, telle que la suite g = (f),.\ Converge 
uniformément sur ] vers une application g. Alors: 


i) Si la suite f converge simplement sur / vers une application f, cette 
convergence est uniforme sur toute partie bornée de ] ; fest dérivable sur J, et l’on a 
J = 39. 

ii) Si F est complet et s’il existe t, € 1 tel que la suite (f,(t6)),. N d'éléments de F 
converge, alors f converge simplement sur / et on peut appliquer i). 


En première lecture, on pourra se contenter du théorème de dérivation 
moins général (en ce sens que F est supposé complet et que les f, sont supposées 
de classe C') qui est énoncé et démontré au n° 2.2.4, 2°. 


Démonstration de ü}. — Il suffit de prouver que f converge uniformément sur tout intervalle 
borné J tel que {r,}c J & 1. Considérons un tel intervalle J'; on peut supposer que la longueur {(J) 
vérifie {(J) > 0. Soite e R“. 

g étant uniformément de Cauchy sur 1, 1l existe N, e N tel que: 


Vn> N, Vm> N; suplfn 4) — JA < — ( 
tel 21(J) 
(Flto)hen étant convergente, il existe N, e N tel que: 
Vn>N; Vm>2N; [ito) — fto)l < E/2 (2) 
Posons N = max (N,,N). Pour tous n>N,m2>N,telJ, nous pouvons appliquer le 


théorème des accroissements finis à l'application u +f,(u) — f,{u) sur [t, 1,] ou sur [t,, t], et en 
déduire : 


fm) — LOI < Hfm(to) — faGo)ll + 1E — tol ma FO AU 


Compte tenu de (1) et (2), nous avons ainsi: 


Vn>N YVm>N VteJ |f{t) — {| <e 


ce qui montre que f est uniformément de Cauchy sur J,et donc (puisque F est complet par hypothèse) 
uniformément convergente sur J Q 


Démonstration dei). — Il s’agit d’abord de prouver qu'étant donné J, intervalle borné inclus dans 
1, f converge uniformément sur J. Comme f converge simplement sur J par hypothèse, d’après la 
proposition Il du 2.1.2, il suffit de prouver que f est uniformément de Cauchy sur J; cela résulte du 
calcul précédent, dans lequel t, ‘désigne cette fois un point arbitrairement choisi de J. 

© Reste à prouver que f est dérivable sur J et que f” = g. Soit ae I. On dispose de la suite 
d'applications h, avec : 


JE) — J, (a) 


RE 


h,: I{a} —F t > h,(t) = 


h admet pour limite simple sur /\{a} l'application : 
f{r) — f{a) 


{ — 4 


h:I\{a)+F 1 ht) = 
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— Montrons que h est uniformément de Cauchy sur /\{a}, ce qu entraînera que h converge 


uniformément vers h sur 1\{a}. Soit £ € R#. Il existe N,e N tel que: 


Vn>N,;, Vm2>N, suplf,(rn) — fl < €. 
tel 


Par application de la formule des accroissements finis à ur f,(u):— f,(u), on en déduit, pour 
tous n > N,,m> N,ettel\{a}: 


IC) — Jr) — (fa) — f,(a)ll < elt — al. 
et donc : 


VnZN, Vm>N, sup [hr h, (OI < € 


tel\{a} 
— La convergence uniforme de h sur /\{a} étant ainsi acquise, on constate que pour tout ne N 
ilexiste lim h,(t) = f,(a),etqu'ilexiste lim f, (a) = g(a). Le théorème d’interversion des limites 
nn + 


t—a,t#u 


(2.2.1, 5°) permet d'affirmer qu'il existe lim  h(t) et que cette limite est g(a). O 
t-at#a 


REMARQUES. — a) Une limite uniforme d’applications dérivables peut ne pas être dérivable. C'est 
le cas de la suite f avec: 


dont la limite uniforme sur R est t -|t|. D'ailleurs (cf. exercice 16) toute application continue d'un 
intervalle compact de R dans R est limite uniforme sur cet intervalle d’une suite de fonctions 
polynômes, qui sont indéfiniment dérivables. 


b) Une limite uniforme f d'une suite d'applications dérivables f, peut être dérivable, sans que f” 
soit la limite de la suite des f;.C'est le cas pour: 


l 
4: R—R t +—- sin (nt), (ne N*) 
n 


c) Le théorème n'implique pas la convergence uniforme de f sur 1. Soit: 
f: R—R t HmArc tg (t/n), (ne N*). 


Le lecteur vérifiera que g converge uniformément sur R, alors que f ne converge uniformément 
que sur toute partie bornée de R. 


2° Extension du théorème de dérivation. — Le lecteur constatera que, 
dans l'énoncé du théorème qui prècéde, on peut remplacer l'hypothèse : « la suite 
g = (/,),.n Converge uniformément sur I » par « la suite g = (f,),.N converge 
uniformément sur l’ensemble des intervalles compacts de R qui sont inclus dans 
1 ». Il suffit en effet d'appliquer le théorème à tout intervalle J compact, tel que 
JCI, et d’invoquer III 4.1.1 2° c) 


3° Cas d’une famille d'applications. — En s'inspirant du 1°, le lecteur établira le théorème 
suivant; il constatera ensuite que l'extension étudiée au 2° reste valable : 


THÉORÈME. — Soient / un intervalle de R, F un e.v.n., G un espace topologique métrisable, AK G et 


À € À, enfin f = (f,) ;.4 une famille d'applications dérivables de 7 dans F, telle que la famille 
g = (Jihca Converge uniformément sur / vers une application g, lorsque À € A tend vers À,. Alors: 
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i) Si, lorsque À € A tend vers À, la famille f converge simplement sur J vers une application f, cette 
convergence est uniforme sur toute partie bornée de J, f est dérivable sur J et l’on a f” = g. 


il) Si F est complet et s’il existe f, € I tel que la famille (f,(t.)),.À admette une limite lorsque À € À 
tend vers À, alors f converge simplement sur Z et on peut appliquer i). 


2.2.4. Intégrabilité et limite 
1 THÉORÈME. — Soient [a, b], a < b, un intervalle compact de R, F un 
espace de Banach et f = (j.),.\ une suite d'applications, toutes intégrables, de 


[a, b] dans F. Si la suite F converge uniformément sur { 4, b] vers une application f, 
celle-ci est intégrable et l'on a: 


b b 
[ro dt = lim [20 dt () 


— Soit e € R*. Puisque la suite f converge uniformément sur [a, b],il existe 
N EN tel que: 


Vn2N Hé FC) — SOI < e/2(b — a) 


Puisque f, est intégrable, il existe deux applications en escalier, @ et W, de 
[a, b] dans F et R respectivement, telles que: 


b 
fn — pl <Ÿ et | ÿ(t) dt < e/2 
Il existe donc deux applications en escalier, @ et W, = W + £/2(b — a)telles que: 
b 
If — pl <Ÿ, et | ÿ.(r) dt < € 


ce qui prouve que f est intégrable. O 
— Pour tout ne N, on a alors: 


b b b 
| J() dt — | JE) dt\| < | LC — SOI de 


et donc, pour n > N: 


< €/2 ce quientraïîne (1) Q 


b b 
| J() dt — | J,(r) dt 


COROLLAIRE. — Soient / un intervalle de R, F -un espace de Banach et 
f = (f,),.1\ une suite d’applications toutes localement intégrables de 7 dans F. Si la 
suite f converge uniformément sur / vers une application f, celle-ci est localement 
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intégrable et, pour tout a € 1, l'application intégrale t | f{u) du est la limite 


t 
simple sur ] de la suite des applications intégrales t | f.(u) du, cette 


convergence étant uniforme sur toute partie bornée de 1. 


Démonstration facile; le dernier point résulte de ce que, J désignant un 
intervalle compact de longueur {(J), tel que {a} <JCI, on a, pour tout te I et 
neN: 


< [(J) SUP fu) — f(u)II 


[rw du — [au du 


REMARQUES. — a) Toutes choses égales, si on suppose que f est simplement (et non 
uniformément) convergente sur [a, b], le théorème peut être faux, soit parce que la limite simple / n'est 
pas intégrable, soit parce que l’on n'a pas (1). 

Le lecteur s'en assurera en étudiant les contre-exemples : 


A: L0,1]—R {D =0 si tel0,1/n];  f{t) = 1/1 si re]l/n,1] 
fn: (0,1]—R gi=n si te]0,1/n], g.()=0 si rel]l/n, 1] L {0!. 


b) Le théorème n’est pas valable dans le cadre des intégrales impropres, même avec l'hypothèse 
de convergence uniforme. Le lecteur étudiera : 


RU +R f(t)=0 si r1>n; ft) =1/t si refi,n] 
In: LL + OR g()=0 si t>n; g,(r) = l/n si tefl,n] 


2° Application à la dérivabilité. — Nous allons déduire du corollaire du 1° 
un théorème de dérivabilité moins général que celui du 2.2.3, 1° mais plus facile à 
démontrer. 


THÉORÈME. - Soient 7 un intervalle de R, F un espace de Banach, f = (f,),.\ 
une suite d'applications toutes continüment dérivables, de ] dans F, telle que la suite 
g = (f,),.N Converge uniformément sur / vers une application g (continue d’après 
2.2.1). S'il existe t, € 1 tel que la suite (f.(t0)),..\ admette une limite /, alors la suite f 
converge simplement sur 1 vers l'application 


f:1-F ver + [au au 


ü 


La convergence est uniforme sur toute partie bornée de ] ; fest dérivable sur / 
et l’on a f” = g. 
On écrit : 


t 
VtET JA) = Jito) + | J, (u) du 
et on applique le corollaire à la suite g. 0 
3° Extension. — PROPOSITION. — Soient [a, b],a < b, un intervalle compact de R, F un espace de 


Banach, f = (f,),.n une suite d'applications toutes intégrables de [a, b] dans F. Si la suite f converge 
* simplement sur [a, b], si cette convergence est uniforme sur tout intervalle compact inclus dans ] a, b[ et 
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si toutes les applications f, sont bornées sur [a, b] par un même réel M, alors f, limite simple sur 
La, b] de f, est intégrable et l'on a: 


b b 
| ft) dt = lim f.(t) dt (1) 


nr+axava 


Soit t e [a, b]. On a: 
VneN [AO < M; lim j,{t) = J() 


nn +a 


On en déduit : 
I) < M. 


Ainsi f est bornée sur [a, b]. D’autre part on constate, en utilisant le 1°, que f est localement 
intégrable sur Ja, b[ On en déduit (111.6.4.2, 2°) que f est intégrable sur [a, b]. 
Soit £ e R#. Il existe (a, B)e (Ja, b[)? tel que: 


2M(a — a) < €/3, 2M(b — P) < E€/3 et a <$ 


b b 
| fu) dt — | fa de 


p 
2M{a — a) + 2M(b — B) + | IG) — f,()II dt 


Pour tout neN, est majoré par: 


et donc par: 
£ B 
: + | I) — J, (Hi de. 


Reste à utiliser : 


n+ex 


8 B 
lim | Ait) dt = | f(t) dr. CO 


4 CONSEQUENCE. — Soient [a, b] un intervalle compact de R, F un espace de Banach. On 
dispose des espaces vectoriels suivants : 


— % espace des applications bornées de [a, b] dans F 

— f espace des applications intégrables de [a, b] dans F 

— € espace des applications continues de [a, b] dans F 

— j# espace des applications en escalier de [a, b] dans F 
On sait : 


GcfcBet&æc fc 4. 


— On dispose sur # de la norme de la convergence uniforme : 


S fl = sup If]: 


te[a, b] 


b 
on dispose sur # de la semi-norme de la convergence en moyenne: f -—{||f||, = | ILf()11 dt. On 
a 
sait déjà que, pour cette semi-norme, & = $# et € = f. 
— Examinons ce qui se passe avec la norme de la convergence uniforme. On sait que & est 
complet; nous avons vu que € est fermé donc complet, que # est l’espace des applications réglées (qui 


est fermé et donc complet) et le théorème qui précède montre : $ = $. On constate : € # fet 
& # f ce qui montre que les deux normes ne sont pas équivalentes. 
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5° Cas d'une famille d'applications. — Le lecteur établira : 


THÉORÈME. — Soient [c, d] un intervalle compact de R, F un espace de Banach, G un espace 


topologique, A<G et À, € A,enfimf = (f. he une famille d'applications intégrables de [c, 4] dans F, qui 
converge uniformément sur [c, d] vers une application f lorsque À € À tend vers À.. 
Alors f est intégrable et l’on a : 


d d 
[l J () dt = ne . | J(0 dt 


2.3. ÉTUDE D'UNE INTÉGRALE IMPROPRE 
DÉPENDANT D'UN PARAMÈTRE 


Dans ce sous-chapitre E, F et [a, b[ désignent respectivement un 
ensemble, un espace de Banach et un intervalle de R tel que 


— H<a<b< + © 


2.3.1. Divers types de convergence 
b 


de l’intégrale impropre | f(t, x) dt 


a 


1° Hypothèse générale. — On se donne une application f de [a, b[ x E dans F telle que, pour 
tout x e E, l'application t -=#f(t, x) de [a, b[ dans F soit localement intégrable. 
On dispose ainsi de la famille @ = (P}1cça pp: OÙ Pa est l'application de E dans F telle que : 


n 
xm | f{t, x) dt. 


2° Convergence simple; convergence uniforme.— DÉFINITION. — L'hypothèse étant celle du 1”, 

b 
on dit que l'intégrale impropre | /f(r, x) dt est simplement (resp. uniformément) convergentesur E, si, et 
seulement si la famille @ converge simplement (resp. uniformément) sur E, lorsque À € [a, b[ tend 


vers b. 
— En d’autres termes, la convergence simple se traduit par le fait que, pour tout x e E il existe 


À 
(x) = lim | f{t, x) dt 
À—b,ke[a,b[ va 
b 
c'est-à-dire par le fait que, pour tout xe E, l'intégrale impropre | f{t, x) dt est convergente. 


— Fétant un espace de Banach, et R étant métrisable, la convergence uniforme peut se traduire 
par le fait que la famille @ est uniformément de Cauchy sur E, lorsque À € [a, b[ tend vers b, c’est-à- 
dire par la formulation suivante, dite critère de Cauchy uniforme pour les intégrales impropres : 


< € 


VeeR* 3cela,b[ V(Aujel([c b[)? sup [ J{, x) dt 
xEE 1", 
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b 
PROPOSITION. — L'intégrale impropre | f{t, x) dt étant simplement convergente sur E, elle est 
4 


uniformément convergente si, et seulement si, l'application : 


Ça, b[ — R À sup 


xeE 


b 
[ f{e, x) dt 
À 


admet 0 pour limite lorsque À € [a, b[ tend vers b, ce qui s’écrit : 


I f(t, x) dt 
À 


b 
En effet, p{x) désignant | ft, x) dt, nous avons, pour tous xeE et Àe [a, bC: 


Vee R*, 38ela,b[ Vie, bl sup 


xeE 


< € 


b d À 
[ f{t, x) dt = | f{t, x) dt — | fe, x) dt = px) — p(x) 
D'où, pour tout À e [a, b[: 


sup 
xeE 


b 
| f{t, x) dt 


à 


= sup Ilp(x) — pAlx)Il Û 


2.3.2. Conditions suffisantes de convergence uniforme 


1° Convergence normale. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit f: [a, b[ x E — F telle que, 
pour tout x € E, l'application t — f{r, x) de [a, b[ dans F soit localement intégrable. S'il existe une 
application localement intégrable g: [a, b[ — R, vérifiant les deux conditions: 


i) L'intégrale impropre de g sur {a, b[ est convergente; 
ii) V(tx)ela, b[ x E ||f(, x)ll < gü) 
b 
alors l'intégrale impropre { f{t, x) dt est uniformément convergente; on dit dans ce cas qu'elle est 
normalement convergente. 


D'après le critère de Cauchy (111.7.2.2, 2°) pris comme condition nécessaire, l'hypothèse 1) permet 
d'associer à toutee Run ce [a, b[ tel que: 
h 
| g({t) dr 
À 


[ ft, x) dt 
À 


VOA, u) e (Ce, b[)? < € 


Compte tenu de ü), il vient : 


VA, p)et([c, b[)? sup < € 


xeE 


ce qui montre que le critère de Cauchy pour les intégrales impropres est vérifié. Q 


2° Règle d’Abel. — PROPOSITION. — Soient g et h deux applications de [a, b[ x E dans R et € 
respectivement vérifiant : 

i) Pour tout x € E, l'application ? — g(t, x) est positive, décroissante; 

it) La famille des applications x -g{t, x) converge uniformément sur E vers l'application nulle 
lorsque t € [a, b[ tend vers b ; 
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iüi) Pour tout xe E, l'application t ht, x) est localement intégrable sur [a, b[ : en outre il 
existe ke R, tel que: : 
[ h(t, x) dt 


d 
Alors l'intégrale | f{c, x) dt, où f = g.h, converge uniformément sur E. 


V(A, x)e [a, b[ x E < k 


Les deux applications h, et h, de [a, b[ x E dans R telles que h = k, + ih, sont localement 
intégrables, et on a: 


V(A, x) e [a, b[ x E <k, jenNb (1) 


À 
[ h{t, x) dt 


Pour tous x e Eet(u, v) e R? tels que a < p < v < b, ilexiste, d’après la deuxième formule de la 
moyenne {III 6.3.6), un (c,, c:) e (Cu, v])* tel que: 


| g(t, x)h;(e, x) dt = g(u, x) | | ht, x)dt  jeN; 
h 


u 


‘J 
| h,(r, x) dt| < 2k, et de: 
pu 


Compte tenu de (1), qui entraîne 


2 


<> 


j=1 


| f{c, x) dt [ g(t, x)h{t, x) dt 


on en déduit que, pour tous x e E et (u, v)e R? tel que a < p < v < b,ona: 


< 4kg{u, x) 


[ f{t, x) dt 
[ni 


En utilisant ii), on en déduit que le critère de Cauchy pour les intégrales impropres est 
vérifié 0 

La règle d’Abel, d'un emploi délicat, ne doit être essayée qu'en dernier ressort. Elle s'emploie 
surtout, ainsi que nous le verrons au 2.3.4, 2° et 3°, dans le cas où g ne dépend pas de x, et où 
h{t, x) = e"* avecteR et xe R\[— a, a], ae R%. On a alors: 


à 
[ h(t, x) dt 


0 


£<—<— 
Ix| lai 


ex ù 2 2 


ix 


2.3.3. Continuité, dérivabilité 


b 
et intégrabilité de l’intégrale impropre | f{t, x) dt 


$ [a, b[ continue à désigner un intervalle de R tel que —-æ< a < b<+oo. % 


THÉOREME I. — Soient E un espace topologique, f une application continue de [a, b[ x E dans un 
b 
espace de Banach F. Si l'intégrale impropre | /{(t, x) dt est uniformément convergente sur E, alors 


l'application 


b 
pp: EF ce [ro ai 


est continue. 
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La continuité de f fait que l'hypothèse générale du 2.3.1, 1° est vérifiée. Ici, pour tout À e [a, b[ 
À : 
l'application p,: x | f{r, x) dt, de E dans F, est continue d’après IIIL.8.1.8, 1°. La limite de la 
famille uniformément convergente @ = (@,)er,, sp est continue d’après 2.2.1, 4°. 
THÉORÈME IL. — Soient / un intervalle de R, f une application continue de [a, b[ x 7 dans un 


Ô 

espace de Banach F, admettant une dérivée partielle par rapport à la seconde variable, KA continue sur 
Ô 

[a, bE x 1. Si les deux conditions suivantes sont remplies : * 


b 
i) l'intégrale impropre | f{t, x) dt est simplement convergente sur ]: 
b 
ii) l'intégrale impropre [ Fe (t, x) dt est uniformément convergente sur 1, 
a Ôx 


ë 
alors l'application @: x | f{t, x) dt est continüment dérivable sur / et: 


of 


— (t, x) dt 
x 


b 
Vxel œ'{x) = 


Ici est une famille simplement convergente d'applications @, : ? — F,continüment dérivables 
d’après 1IL8.1.8, 2°. On a: 


À of 
pi: Xe] ——(1x)dt 
a Ox 
D'après ïi), la famille (@;) ,.5, , converge uniformément sur I. On applique le théorème du 


223,3. CO] 
F étantcomplet. 2.2.3, 3° montred’ailleursquei) peut être remplacée par: 


b 
l')ilexiste x, € tel que | f{t, Xo) dt converge 


THÉORÈME III. — Soient [c, d1, c < d, un intervalle compact de R, f une application continue de 
b 


Ca, b[ x [c, d] dans un espace de Banach F telle que l'intégrale impropre | f{r, x) dt soit 


î d 
uniformément convergente sur [c, d]. Alors l'intégrale impropre [ (| fr, x) dx) d' est convergente 


[ (| fu» éx) =| € Pr. x ac) ax 


En effet d’après le théorème du 2.24, 5°, on peut écrire: 


4 b d { À 
| (| f{E, x) ar) dx = lim | (| ft, x) ar) dx 
c a À —b,ke[a,b[ ec a 


D'autre part, 111.8.1.8,3° permet d'écrire, grâce à la continuité de f sur 


Ca, À] x [c, d]: | (| ju xd} ax - | (| ft. éx Jar O 


et: 
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2.3.4. Exemples 


1° La fonction T. — Il s'agit de x —T{(x) = [ e 't*" 1 dt. 
Nous savons (111.7.2.8, 3°) qu’elle est définie sur R+ et que: 

VxEeR® I(x + 1) = xT(x) 
Nous allons établir : 


THÉOREME. — La fonction l est indéfiniment dérivable sur R* et : 


+ 
VneN* VxeR* Fx) — [ e ‘(Logt}r”* ! dr 
0 


@ On constate que f: ]0, + o[ x R* —R (t, x) et"! 


est une application continue, indéfiniment dérivable par rapport à la seconde variable; pour tout 
n EN, l'application : 

0 

ox" 


5 J0, +o[ x R —R  (t,x) He ‘(Logt}t*"! 


est continue. 
e Étudions séparément 


1 +x 
Ex | et"! dt et [5x | e ‘dt 
0 1 


— Soit[a, b]= R% un intervalle compact (ce qui implique : a > 0). Pour n e N* donné, nous 
avons : 


d" 


Vxe[a, b] vVte]0,1] (t, x) < e”‘ [Log tjr"! 


ox" 
1 

D'après a > 0, l'intégrale impropre | e"[Logt|"t"" dt est convergente; l'intégrale impropre 
[e) 


1 
| e”" (Log t}"1*" ! dt est donc normalement convergente sur {[a, b]. En utilisant le théorème II du 
(a) 


2.3.3 et son extension, on en déduit, en raisonnant par récurrence, que l', est indéfiniment dérivable 
sur R* et que: 


1 


VneN* VxeR* (x) = | e ‘(Logt}r*"! de. 


4) 


— Reprenons[a, bjc R% intervalle compact. Nous avons, pour n e N* donné: 


0" 
Vxefa,b[ Vrell, + œ[ Te < e”‘(Log t}r°"! 
x" 


On en déduit, comme ci-dessus, que F, est indéfiniment dérivable sur R* et que: 


+ o 


VneN* VxeR$ (x) = [ e”‘{Logt}r"" dt Q 
1 
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ÉTUDE DE l'SURR*.— Elle est laissée au lecteur qui constatera que l est convexe, qu'il existe 
Xo € ]1, 2[ tel que sur J0, xo[, l est décroissante, sur ]x,, + of, l est croissante. Il pourra aussi 


démontrer que (x + 1) — x'e * / 2xx au voisinage de + co. 


+ © ex 
2° Étude de 9 : x | dt, xeR. 
1 1+62 
ex 
L'applicationf: [1, + of xR—+R (+, x) M est continue, dérivable par rapport à la 
+t 
seconde variable et l'application 
ôf ite"* 
—: [, +oLxR—=R (x) 
ôx 1 +1? 


est continue. 


Pour tout x e R fixé, chacune de ces deux applications est localement intégrable sur [1, + >, 
et l’on a: 


ex | 
VxeR Vtefl, + oo[ = 
1+rit 1+7r2 
+ & 1 + © ex 
Comme | dt est convergente, l'intégrale impropre | df converge norma- 
1 1+0 1 1+r 


lement sur R, et y est une application continue de R dans À. 


ite* 


+ « 
© Étudions maintenant 4: x — [ dt, x e R*, (0) n'étant pas défini. Considérons un 
1 


1 +1? 
intervalle compact [a, b] (resp. [— b, — a]) inclus dans R% (resp. R*). Nous constatons que: 
( 
D —— est positive, décroissante sur [[1, + >[, et tend uniformément vers 0 sur {[a, b] 
l+t 


lorsque t tend vers + co, (puisque x ne figure pas !), et que: 
À 

[ ie"* dt 
j 


Par application de la règle d’Abel (2.3.1, 4°), l'intégrale | | : 
1 +1 


sur [a, b] (resp. [ — b4— a]}). On déduit du théorème II du 2.3.2 que w est dérivable sur R* de dérivéé 
ÿ. 


2 
< —. 
a 


Vaeli, + oo 


+ © itx 


ite 


dt converge uniformément 


7 sint 
3° Etude de @: x + e"*— dr, xeR.. 
0 { 


sin t 
Soit f: [0, + ol x R—R (0, x) = 1, f{(r, x) = e ‘* —— si t > 0. Cette application est 
t 


continue, et admet la dérivée partielle par rapport à la seconde variable: 


— : (0, +olxR—R  (f,x) me sint, 
ox 
qui est continue. 


— En posant g{r, x) = et, h(t, x) = sint, et en utilisant la règle d’Abel, on constate que 
+ & +æ 


l'intégrale impropre [ f{c, x) dt, et donc l'intégrale impropre JU, x) dt, est uniformément 
1 (+) 


convergente sur R,. 
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— En utilisant : 


V'ER, VaeR* Vxela, + of le “sint| < e”", 


+ æ 
on constate que l'intégrale impropre | et x)dt converge uniformément sur tout 
0 x 


[a, + of < R“. 


— On en déduit que y est continue sur R,, dérivable sur R% et que, pour tout x e R° : 
— 1 


1 + x? 


+ © 
p{x) = | — e ®sint dt = 
Le) 


Il existe donc une constante Ce R telle que: 


VxeR®' (x) = C — Arctgx 
De : 


+ æ 
VxER* Ip(x)| < | e “dt 
O0 


on déduit: lim (x) = 0, et C = r/2. Ainsi: 


x + oo 
his sin t Tr 
VxeR* e"— dt = — — Arctgx 
0 t 2 
La continuité à droite de @ au point 0 permet d’en déduire : 

*® sint Tr 
—— dt =-, 
0 t 2 


+ æœ 
REMARQUE. — Ici | f{t, x) dt converge uniformément sur R# , elle converge absolument pour 
0 


tout xEe R°; pourtant, elle ne converge pas normalement sur R. 


2.4. SÉRIES D'APPLICATIONS 


2.4.1. Convergence simple ; convergence uniforme ; 
critère de Cauchy uniforme 


1° DÉFINITION I. — Soit f = (f,),.N une suite d’applications d’un ensemble E 
dans un e.v.n. F On appelle série d'applications de terme général j,, et on note Zf., la 


suite (u. ÿ 5.) d'éléments de FE x FE. 
k neN 


=0 
L'élément ÿ f, de FE est noté @,, et on dit que @ = (w,),n est la suite 


k=0 
d'applications associée à la série Xf.. 
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Avec ces notations : 

DÉFINITION II. — On dit que la série d'applications Zf, converge simplement 
(resp. uniformément) sur E si, et seulement si,la suite d'applications @ converge 
simplement (resp. uniformément) sur E. 


La convergence simple se traduit donc par le fait que, pour tout x € E, la 
série Zf,(x) à termes dans F, est convergente. Lorsqu'elle est acquise, on dispose 


+ oo 
de l’application @: x + ÿ f(x) de E dans F, limite simple de la suite @ sur E, 


n=0 
qui est dite somme de la série Zf, sur E, ainsi que de la suite d'applications 
Pp = (P,).n déterminée par : 


VneN VxeE p,{(x) = S fitx) 


k=n+li 


On vérifie aisément l’équivalence des deux assertions : 
1) La série d'applications Zf, converge uniformément sur E; 


ii) La suite d'applications p converge uniformément sur E vers l'application 
nulle. 


DÉFINITION III. — On dit que Xf, est une série d'applications uniformément de 
Cauchy sur E, si, et seulement si,@ est une suite d'applications uniformément de 
Cauchy sur E, c’est-à-dire si,et seulement si,est vérifiée la condition suivante, qui est 
dite critère de Cauchy uniforme sur E : 


VeeR$ 2NEN Vn2>N VpeN sup 
xeE 


P 

D Jasx c] < € 
k=1 
En utilisant 2.1.2, on en déduit : 


PROPOSITION. — Si une série d'applications converge uniformément sur un 
ensemble E alors elle est uniformément de Cauchy sur E. 
Si une série d'applications à valeurs dans un espace de Banach est 


uniformément de Cauchy sur un ensemble E, alors elle converge uniformément sur 
E. 


COROLLAIRE. — Si la série Zf, d'applications d’un ensemble E dans un e.v.n. F 
converge uniformément sur E, alors la suite f = (f,),.1 converge uniformément sur 
E vers l’application nulle de E dans F. 


On écrit le critère de Cauchy en sé limitant à p = 1. BE] 
2° Séries uniformément absolument convergentes. - DÉFINITION. — La 
série Zf, d'applications d’un ensemble E dans un e.v.n. F est dite uniformément 


absolument convergente si, et seulement si la série Z||f,|| d'applications de E dans 
R ; est uniformément convergente. (|/f,|| désigne ici x + ||f,(x)|l). 


On déduit de la proposition du 1° : 
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PROPOSITION. — Pour qu’une série d'applications à valeurs dans un espace de 
Banach soit uniformément convergente, il suffit qu'elle soit uniformément 
absolument convergente. 


2.4.2. Conditions suffisantes de convergence uniforme 


On se limite ici au cas où F est un espace de Banach. 


1° Convergence normale. — THÉORÈME ET DÉFINITION.— Soit Zf, une série 
d'applications d’un ensemble E dans un espace de Banach F. S'il existe une série Za, 
à termes dans R, vérifiant les deux conditions : 

i) La série Za, est convergente; 

il) VEN sup [f,G9)I < a, 


alors la série Z /, est uniformément convergente sur E : on dit dans ce cas qu’elle est 
normalement convergente sur E. 


On a : 


P 


Vin PEN? sup Ÿ f,sx(x) 
xeE 1 


p 
< > An+k 
k = k=1 
On écrit que la série convergente Za, vérifie le critère de Cauchy, pris comme 
condition nécessaire. On en déduit que la série d’applications Xf, satisfait au 
critère de Cauchy uniforme sur E. Q 


REMARQUES. — a) Soit S(E, F) l'espace vectoriel des applications bornées de E dans F muni de 


la norme v :f = sup ||ff(x)il. On constate aisément que la convergence normale de la série Zf,, à 
XxeE 


termes dans @(E, F) équivaut à la convergence de la série Zv{f,), à termes dans R,.. 

Si l'on remarque d'autre part que la convergence uniforme de Ef, n’est autre que la convergence 
de la série Zf,, äitermesdansl'e.v.n.(@(E, F), v) on constate alors que le théorème ci-dessus n’est qu’un 
cas particulier du théorème du 1.1.3, 1°, appliqué à l’espace de Banach &(E, F). 


b) Une série normalement convergente est uniformément absolument convergente. La 
réciproque est fausse. C'est ainsi que la série Zf,, avec 


SI R>R fin =il/n; f(H=0 ss t4£n 
est uniformément absolument convergente sur R, ainsi qu'on le constate en remarquant : 


p l 
Vin, p}eN? VER D ul) < — 
n 


k=1 


D'autre part, on a : v{f,) = 1/n ; la série Zv(f,) diverge; la série Zf, n’est pas normalement 
convergente. 


2° Règle d'Abel. — PROPOSITION. — Soient (g,),.\ et (h,),.N\ deux suites 
d'applications d’un ensemble E respectivement dans R et dans un espace de Banach 
F, vérifiant : 


i) Pour tout xe E, la suite (g,(x)),.\ d'éléments de R est décroissante; 
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ii) La suite d'applications g = (g,),.N Converge uniformément sur E vers 
l'application nulle; 


ii) Il existe M ER, tel que : 


ÿ h,(x)| < M 


k=0 


VneN sup 


xeE 


Alors la série d'applications Xf,, où f, = g,h,, converge uniformément sur E. 


P 
En notant H,(x) = ÿ h,(x), la transformation d’Abel permet, pour tous 
k=0O 


D 
xeEÆEet{(n, p}e N°, d'écrire à f,,,(x) sous la forme : 
k=1 


P 
2 (Qn+u(x) — Yusx+1 (x) H 44 (x) — 9,41 (X)H, (x) + Jn+p+1(X)H, + (X) 


= 
et, compte tenu de i) qui implique en particulier g,(x) > O0 pour tout 


P 
(n, x)eN x E, et de iii), de majorer | Ÿ f,,,(x)| par : 
k=1 


P 
M D (9+4(X) — In +x + 1 (X) + In + 1(X) + PC) = 2Mg, + 1x) 
=1 


D'où : sup 
xeE 


P 
D faux) < 2M SUP n+1(X) 
k=1 XE 


En utilisant 1) on voit que ËXf, satisfait au critère de Cauchy uniforme 
sur E. [] 


REMARQUES. — a) Le théorème reste valable lorsque les hypothèses i) ii) et iii) 
ne sont réalisées que pour tout n > n,, où n, € N est fixé (indépendant de x!) 


b) Soit g = (g,),.\ une suite d’applications de E dans R vérifiant i)et n): alors 
la série d'applications Z(— 1)"g, converge uniformément sur E. 


Ce résultat peut d’ailleurs s’obtenir en utilisant (cf. notation du 2.4.1, 1°): 


Vx € E [PA(x)| < Qn+1 (x). 


APPLICATION. — Soit (c,),., une suite réelle, décroissante, de limite 0 ; alors la 
série ce" d'applications de R dans € converge uniformément sur tout intervalle 


C2kn + où, 2(k + 1jn — al, aœelJ0,nr|[, keZ. 


n 
> ekt 


k=0 


< 


la gt) = c, h,(t) = ei", On a : < — 
sin @/2 


(1.3.2, 2°). 
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2.4.3. Continuité, dérivabilité, intégrabilité 
de la somme d’une série d'applications 


1° THÉORÈME I. — Soient E un espace topologique, F un e.v.n., aun point de E, 
enfin Zf, une série d'applications de E dans F, toutes continues en a, qui converge 


+ © 

uniformément sur E: alors l'application @: x — D f(x), somme de la série Zf,, 
n=0 

est continue en a. 


COROLLAIRE. — Si une série d'applications continues sur E converge 
uniformément sur E, sa somme est une application continue sur E.. 


THÉORÈME II. — Soient 7 un intervalle de R, F un e.v.n. et Zf, une série 
d'applications, toutes dérivables, de 7 dans F telle que la série Zf, converge 
uniformément sur /. Alors: 


1) Si la série Zf, converge simplement sur 1, cette convergence est uniforme sur 
toute partie bornée de 1, l'application somme de cette série est dérivable sur J et 


pour pour tout t € I on a: S s) (t) = S f, (©). 
n=0 n=0 


ii) Si F est complet et s’il existe t, € I tel que la série Zf,(t,) à termes dans F 
soit convergente, alors la série Zf, converge simplement sur J et on peut appliquer i). 


THÉORÈME III. — Soient [a, b], a < b, un intervalle compact de R, F un 
espace de Banach, et Zf, une série d'applications toutes intégrables de [a, b] dans 
F; si la série Zf, converge uniformément sur [a, b], l'application somme de cette 
série est intégrable sur [a, b] et l’on a: 


b /+oœ + b 
| s) @)dt = D | f{dt 
0 n=0 Ja 


a n = 


Démonstrations. — On vérifie dans chaque cas que la suite d’applications 


p = (p,)n avecp, = à jf, satisfait aux hypothèses des théorèmes correspon- 
k=0 
dants pour les suites d’applications. Q 


REMARQUE. — Les extensions citées au 2.2.7, 3° pour la continuité 
(convergence uniforme sur l’ensemble des compacts) et au 2.2.3, 2° pour la 
dérivabilité (convergence uniforme sur l’ensemble des intervalles compacts) sont 
valables pour les séries d'applications. 


2° THÉCREME D'INTER VERSION DES LIMITES. — Soient £ un espace topologique, AGE et x, € À, F 
un e.v.n., Zf, une série d’applications de À dans F. On suppose que Zf, converge uniformément sur À et 
que, pour tout nEeN, ilexiste lim f(x) = b,. Dans ces conditions: 


X— Xo XEA 


i) Si la série Zb,, à termes dans F, est convergente, alors la somme de la série d'applications Zf, 


admet Ÿ b, pour limite en x,, suivant À; 
n=0 
ii) Si F est complet, alors la série Zb, converge, et i) s'applique. 
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On applique le théorème 2.2.1, 5°, dans le cas des suites (G = R,A = N,À = n,À9 = + 0) ; 


h(x, À) est ici remplacé par Ÿ f(x). 


k=0 
+ æ© 
3° EXEMPLES. — a) Étude de la fonction &: t > Y — L'étude des séries de Riemann nous 
n=1" 
apprend que Def& = ]1, + of. Pour ae ]i, + of et pe N donnés, nous constatons que 
(— Logn}| (Logn) 
SUP  |— | = 
te[a, + oo n' n° 
(Log n}” 
et que la série de Bertrand 2 ——-— converge (1.6.2, 3. Il en résulte que, pour tout p € NI, la série 
n>l n° 
(— Logn} 
d'applications 2 ———-—- converge uniformément sur tout intervalle [a, + x[,u > 1, et a 


n>l n' 


fortiori sur tout intervalle compact inclus dans ]}, + x. 
Ainsi & est indéfiniment dérivable sur ]1, + of et: 


tx (— 1 (Log n}° 
VpeN Cr) = D A Le 


1 
La convergence uniforme sur [u, + of jointe à lim Fo 0 pour n > 2, montre (théorème 
1 +r nn 


d'interversion des limites): 
lim (tr) = 1. 


1+x 


Il est facile de voir, d'autre part, que & décroît sur ]1, + x[,que & ne peut pas être majorée au 


voisinage de 1 (dans le cas contraire les sommes Ÿ - seraient majorées); d'où lim &(r) = + . 


k=1 t—l,t>1i 
+ | 
REMARQUES. — à) On pourrait définir C(z) = » — avec z € C. On constaterait que & est définie 
n=i n 


et continue pour ‘#e(z) > Î 


] 
B) La série d'applications Z — ne converge pas uniformément sur ]1, + of car 
n 


és | 1 


js Î 
sup =) > — 
ell,+xle-itm+k)  ,-in+k 2 


(ou encore parce que le théorème d’interversion des limites serait mis en défaut en faisant tendre t 
vers 1). 


+ & en 
b) Étude de F(t) = ÿ , tER 
n=0 l + n° 
ei"! 1 
En utilisant: V'eR = on constate que la série d'applications continues 
1+n!l 1+n° 


e 
2 


; est normalement convergente sur R; F est donc définie et continue sur R. 
l+n 
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inei"! 
La série des applications dérivées, Z 


“ diverge pour t = 2kx,avecke Z; elle converge 
+n 


uniformément sur tout intervalle [2kx + a, 2k + 1" — a],avecae J,r[etke Z. L'extension du 


théorème de dérivabilité montre que F est dérivable sur tout intervalle ]2kn, 2(k + 1)r{,aveckeZ, 
et que: 


+o :,,int 


ine 
F() = 


ol +n° 


En étudiant la partie imaginaire, le lecteur pourra montrer que F est non dérivable en 0. 


EXERCICES 
SUITES D'APPLICATIONS. 


2.1. — Soit f,: [0,1] — R l’application définie par: 


JE) = 


1. p—1lp 

Site , —|, pour peN,: f,(0) = 1 
P n n 
l +- 

n 


Montrer que (f,),.N Converge simplement vers une application f : [0,1]—R 
continue; la convergence est-elle uniforme ? 


2.2. — Étudier la convergence simple, puis uniforme, de la suite (f,),.\ d'applications 
de R dans R définie par: 


\ N JL {t) we R 
ne (E) = si tER., 
1 +nt : 
nt | 
LD =——— si te R* 
1 + nt? 


2.3. — Mêmes questions avec: 
LL 
a) f{t) = ncos"tsint, te Lo 2 


sin nt 


b) JA) = —>, 1e R et (0) = 0; 
ni 


sin? nt 


c) ft) = 


- si t£nZ, f(kx) = 0 pour keZ. 
nsint 


2.4. — Soit f : R, — R, continue, qui n'est pas l’application nulle, vérifiant : 


J(0) =0 et lim ft) = 0 


t 
a) On considère les suites (f,),en €t (9,),en* définies par f,(t) = f{nt) et g,{t) = g (:) 
n 
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Montrer que, sur R, , ces deux suites convergent simplement vers l'application nulle, sans 
converger uniformément. 


b) Montrer que (f,/n),ene et (g,/n),.n* convergent uniformément sur R.. 


2.5. — a) Montrer que, pour tout te R, on a : 


t\° t\" 
lim ( +°) = Jim ( +°) = e!. 
n— + n ns — XL n 


b) Soit f, : R — R définie (pour n e N*) par : 


t n 
SA) = € — ( + +) pour 1>—n,  f{t}=e pour t1<—n. 


Montrer que la restriction de f, à R; est croissante et en déduire que (f,),.\° converge 
uniformément vers 0 sur tout intervalle [0, a] (ae R*). 

Montrer que la restriction de f, à R _ est positive, atteint son maximumen un point x, 
et que la suite (x,) admet — 2 pour limite. 

Montrer que (f,),.N* converge uniformément sur R_. 


2.6. — Étudier la convergence simple et la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite 
de fonctions (f,) avec : 
St) = n( —-1) 
On pose 
9 = nf) et gt) = lim gr) 


Comparer 


1 1 
| g(t) dt et lim | g,.(t) dt. 


0 0 


2.7. — Ondonnem + 1 réels xs, ..., x, On désigne par E l’ensemble des polynômes 
de R[X] dont le degré n’excède pas m. 

a) Soit V, ie {0, ..., m}, l'application de E dans R determinée par WY{P) = Pl(x,). 
Montrer que (Wociemn est une base du dual de E. 

b) Soit (P,),en une suite d'éléments de E tels que chacune des suites d'éléments de R : 
(PO(xi))ren t € {0, ..., m} converge. 

Montrer que la suite de fonctions t + P,(t) converge simplement sur R vers une 
fonction t -Q(t), où Q est un élément de E; montrer que la convergence est uniforme 
sur tout intervalle compact de R. 


2.8. — Soit f: R — R une application continue, telle que : Vr # O [f(t)|<it|. On pose 
fi =S fui =f fn (ne N}*. Montrer que, pour tout a e R*, la suite de fonctions 
(frhen converge uniformément sur [ — a, a] vers la fonction nulle. 


2.9. — On pose : 
Joe) = 21 ; frs) = 4/2 + J {E) (ne N}*) 


Li l ds fee (2) 
—_ . —_ — —_ 7 — d 
I, [ ft) dt ; Ji ’ 0 dt, K, |” 0 t 


et 


Étudier les suites de termes généraux L,, J, et K.. 
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2.10. — Soient E un espace de Banach, [a, b[ un intervalle de R 
(— oo < a < b £ + w)et (f,) une suite d'applications localement intégrables de [a, b[ 
dans E, convergeant uniformément sur tout compact de [a, b[ vers f : [a, b[ — E. 
On suppose qu'il existe g : [a, b[ — R localement intégrable, telle que : 


VneN Vtela, b[ If < g(t) 


b 
et telle que | g{t) dt soit convergente. 


b b 
Montrer que les intégrales impropres | f,{t) dt et | f{t) dt sont convergentes-et que 
l'on a : 


b b 
lim | fe) dt = | fe de 


Application. — Soit f, : [0, + oo[ — R définie par : 


2\n 
O<1<,/n go = (1-1) 
Vn <t f,(t) = 0. 


Montrer que t ++ e-!" est la limite de (f,),.n, la convergence étant uniforme sur tout 


compact de [0, + of. | 
Montrer, en utilisant une application g judicieusement choisie : 


+ o Vn t2 n 
| e-"dt = lim [ ( +) dt. 
0 n+to Jo n 


V rt? n + © 
Calculer | ( _ =) dt et en déduire | e-t* dt. 
n 


0 0 


2.11. — Étudier la suite (fn d'applications définies par 
S{t) = (sin at)" Log [sin at]. 


2.12. — Étudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites 
(f,) (g,) (h,) d'applications définies sur [0, 1] par: 


JS {t) = n°t cela =) St) = — n°t + 2n ŒE =) 
n nn 


2 1 | 
fit) = 0 (re[£ 1}) q=-fs M = SO sine 


2.13. — Soit (f,),e\ une suite d'applications continues, f, : [a, b] — E. On suppose 
que les f, sont dérivables sur ]a, b[, et qu'il existe M ER tel que : 


Vtel]a, b[L VneN If, < M. 


Montrer que si (/,);en converge simplement, alors la convergence est uniforme. 
Donner un énoncé analogue, sans supposer les f, dérivables. 
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2.14. — Soit E un sous-espace vectoriel de dimension finie de l’espace des applications 
continues de [0, 1] dans R. On le munit de la norme: 


1 1/2 
IA = (| f°() à) 


1 
soit (f,),.en une suite d'éléments de E, vérifiant | f2() dt < 1. 
0 


Montrer qu'on peut extraire de (f,),.\N une suite d’applications convergeant 
uniformément sur [0, 1]. 
Montrer que g,{t) = t” fournit un contre exemple (E n’est pas de dimension finie). 


2.15. — THÉORÈMES DE DINI. 


a) Soit E un espace topologique compact et soit f = (f,),.\ une suite d’applications 
continues de E dans R qui converge simplement sur E vers une application f : E + R 
continue. Montrer que si la suite f est croissante (1e. Vn f, < f,,.,), f converge 
uniformément vers f sur E. 


b) Soit f = (f,),.\ une suite d'applications croissantes de [0, 1] dans R qui converge 
simplement sur [0, 1] vers une application f :[0, 1] — R continue. Montrer que f 
converge uniformément vers f sur [0, 1]. 


c) Soit P = (P,),.\ la suite de fonctions polynômes de [0, 1] dans R définie par : 
Pot) = 1 P,4ilt) = P,(e) + 1/2.(1 — P;(t)) 


Montrer que P converge uniformément sur [0, 1] vers l’application t — V1. 


2.16. — THÉORÈME DE STONE-WEIERSTRASS (démonstration par les polynômes de 
BERNSTEIN). 


On désigne par C° l’espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R. 


On munit C° de la norme de la convergence uniforme ||f||, = sup |f(t)| 
te[0, 1] 


a) Soit P un polynôme de R[X]. On lui associe le polynôme B,(P) défini par: 


B,(P) = > P(k/n)CX“(1 — X)T* 


k=0 


X(1 — X) 
Montrer que: B (XP) = ————— B'(P) + XB,(P). 
n 


Calculer B,(1), B,(X), B,(X°). 
b) Montrer la relation : 


D (k — nX) C'X“1 — XV = nX(1 — X) 
k=0 


En déduire que, si aeR* et si tef0, 1] sont donnés, en notant 


4, = ke {or} 


_ —t > a},on a 
n 


4a?n 


> Ci -n"t< 
keA, 
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c) Soit f e C°. On lui fait correspondre la fonction polynôme définie sur [0, 1] par: 
BAFMt) = .Z fk/n)Cr — 0)" 
k=0 


Montrer que f est la limite uniforme sur [0, 1] de la suite des fonctions polynômes 
(B,(). 
Conclure en montrant que toute application continue d’un segment { a, b] de R dans R 
est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de fonctions polynômes. 
1 


Application. — ||f|| = sup || f(t}t" dt! est une norme sur C°. 
neN 0 


SÉRIES DE FONCTIONS. 


nn : D. 
2.17. — Etudier la série de fonctions 2? — sin nt. Pour quelles valeurs de t peut-on 
n>i ñ 


dériver la somme de cette série de fonctions? Calculer les sommes 


LU) et 2 Sat), 


t 
où f,(t) désigne — sin nt. 
n 


2.18. — On pose f,(t) = a 
n+t°n 


a) Étudier la série de fonctions Z f, du point de vue de la convergence simple et de la 
n>l 


+x 
convergence uniforme. En cas de convergence, on note: @ = à j,. 
n=]1 


b) Montrer lim œ@(t) = 0. Trouver la partie principale de , au voisinage de + oo, 
t— + 


dans l'échelle puissance. 


c) Donner un développement asymptotique de y au voisinage de O0 + (ce calcul fait 
intervenir la constante d'EULER). 


2.19. — On pose w(t) = E(t) + (t — Elt))*. où E désigne la partie entière. 
a) Montrer que w est 2-lipschitzienne. Est-elle k-lipschitzienne, avec k < 27? 
p(nt) 


b) Étudier la série de fonctions: Z f,, avec f.(t) = ———— 
n>1 n’(n + 1) 


+æ& 
Étudier la continuité de s = Ÿ f,. 


n= | 


2.20. — On pose: f(t) = 1?" Log t si 0 < t < 1, et f.(0) = 0. Étudier Zf,. 


1 + 1 1 + æo (— 1" 
2.21. — Monter: | x7*dx= ÿ La | x* dx = À —_——— 
0 n=i (1) n=1 n 
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2.22. — Étudier la suite de terme général 1, = | {.{e) dt,avecf,(t) = Dr 
0 


a) En calculant 1,; 
b) En étudiant f = (f,),.n: 


| dl. * sin x 
2.23. — Justifier: ÿ t" sin (nt) dt | = dx. 
X 


n=0 0 0 


7. 1 x 
2.24. — Existence et calcul de ÿ (2 | (Log t) ar) 
n=1 1: dj 


, | sin (nt) sin (n°t) 
2.25. — Étudier la série de fonctions £ —————. 
n >] n 
2.26. — On pose f,(t) = th(n +t) -thn. 
a) Montrer que la série de fonctions Zf, converge sur R, et que sa somme s est une 
fonction croissante et continue. La convergence est-elle uniforme ? 


b) Étudier la série de terme général u, = 1 —thn. 
c) Montrer que, pour tout te R: 


s(t + 1) = st) + 1 — tht. 


2.27. — On pose f.(t) = (— 1)" Log (1+- + Je - Lo 


a) Quel est l’ensemble de définition . 5? 


2 
b) Justifier les égalités : im st) = , (— 1)" te : = Log— 
T 


nt? 
2.28. — Soit f,: R — R définie par: f{t) = A On indexe l’ensemble des 
no + 


rationnels en une suite (a,).A. On pose alors: 


+ & 1 
9nlt) = ÿ ja Pt — 4) 


Montrer que(g,),.n converge simplement sur R, mais ne converge uniformément sur 
aucun intervalle de R. Montrer que g, est indéfiniment dérivable. 


INTÉGRALES DÉPENDANT D'UN PARAMÈTRE. 
+ œ© t* | 


2.29. — a) Étudier la fonction f définie par : f(x) = | dt. 
O0 


1 +1 
+ © pm 1 

PE dt, où met n sont des entiers > 0, m impair et 2n > m.(On 
t 


b) Calculer | 
0 
pourra utiliser la formule des résidus, ex. n° 111.7.29). 


c) En déduire f(x) = me € J0, 1f). 
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2.30. — Étudier l’ënsemble de définition, et la continuité en x = 1, de la fonction 


2r 
x | Log (1 + 2x cost + x?) dt. 
0 


Comparer au résultat de l’exercice 15 du chapitre IIL.7. 


+ co 
e 


sin (at) 


2.31. — Étudier la convergence de l’intégrale | dt .((a, à) e R?). On note 


o tl+t) 
h(a) sa valeur lorsqu'elle existe. 
Etudier h au voisinage de 0 et de + o (pour « fixé). 


2.32. — Soient x e R* et ye R fixés. Étudier la limite de la suite de terme général 


n t >+n 
a, = | Lin ( — , dt. 
0 n 


+ e 
2,33, — On pose, pour xekR, u(x) = | 7 cos({xt)dt et 
0 [4 


+æ e”! 
u(x) = | — sin (xt) dt. 
o 
a) Montrer que u et v sont continues et dérivables. 
b) Établir: u(x) = 2{v{x) — xu'(x)) et (x) = — Aux) + xv(x)). 
+ © eh 
c) En considérant l'intégrale | — sin t dt (À > 0) comme somme d'une série 
0 t 
alternée, montrer qu’elle est strictement positive. En déduire v(x) > 0 pour x > 0. 
d) Déduire de b) et c) les valeurs de u(x) et v(x). On pourra considérer 


r(x) = V u?(x) + v{(x) et O(x) = Arctg _ On admettra u(0) = FN. x (cf. 2.10). 
v(x 


+ & 


ad, 
2.34. — Soit (a,),N une suite de réels positifs, telle que ÿ — converge (a > 0). 
= n 
+ x a Rte 
Étudier la convergence de D(s) = ÿ _! de TF{s) = | e ‘t ldt, et de 
_. n=1 © 0 
Pt) = à ae ". Montrer: 
n=1 


| P(t)t =! de = D(s)I{(s) 
0 


2.35. — Soit f: [0,1] — R continue. Montrer: 


1 te (— 1 | 
| fu) dt = lim ÿ et ex 79 f(r) de 
3 0 


0 TR Es 
2.36. — Soit f: R — R localement intégrable. On pose: 


1 
+— 


3 n 
f(x) = z| | (1 — n°t?)f(x + t) dr 
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a) On suppose f nulle sur [a, b], ou bornée par M sur [a, b]. Que peut-on dire de f, ? 
b) Sous quelles hypothèses peut-on conclure à la convergence simple, à la 
convergence uniforme, de la suite (/,),.n ? 


c) Sous quelles hypothèses f, est-elle dérivable”? à dérivée continue? 


+ æ e-W 


2.37. — Étudier f: R—R x | ——— di 
o 1+(t— x}? 


T® Arctg(x +t) 
2.38. — Montrer: = 


— œ@ 


x 
dt = x Arctg— 
1 + 1? 2 


2.39. — Soit f une application continue de R, dans R telle que l'intégrale 


+ oo 
| |f(#)| dt converge. 
0 


+ oo 
Étudier la continuité de g: x | ext f{t) dt. 
0 


2.40. — a) Soient U un ouvert convexe d’un e.v.n. E, F un espace de Banach, 
f = (f,),e\ une suite d'applications de U dans F. On suppose qu'il existe a € U tel que la 
suite (f,(a))},:n d'éléments de F converge. On suppose d’autre part que les f, sont 
différentiables sur U et que la suite (df,),.\ d'applications de U dans /(E, F) converge 
uniformément sur U vers une application g. 

Montrer que f converge uniformément vers une fonction f sur toutes les parties 
bornées de U, que f'est différentiable sur U et que df = g. Étendre le résultat au cas où U 
est connexe. 

b) Établir un résultat analogue pour les séries. 


c) Application: Soit E un espace de Banach. On pose F = (E). Pour u e S(E) soit 


+ ,,n 


u 
e“= ÿ — Montrer que u He “est une application différentiable de F dans lui-même. 
n=0 7: 


2.41. — Soient a € ]0, 1[ un réel et b un entier multiple de 4, tels que ab — 1 > 2x. On 
+ © 
considère la fonction F définie par F(t) = ÿ a"e”"" (fonction de WEIERSTRASS). 
n=1l 
a) Montrer que F est continue et périodique de période 1/2 sur R. 
b) F n’est dérivable pour aucun te R. Pour le prouver on considère 
F(t + h) — F{t) 
——. Montrer que. 


h 
1 
Pour À = — : 
br 
F(t + h) — Ft 
Ra EU = S,-1 _ DaPhPeibrni. 
h 
Pour h = ——: 


2b? 


F(t + h) — F(t) 
h 


ab? 


= $S,_, — 2 /zarbreln °) où  [S,-1l < 
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En déduire que, pour l’une des deux valeurs de h, on a: 


F(E + h) — F( x | 
Re —— > due aPbP 


h 
+ 
b) Montrer que t +-f{t) = ÿ a" cos (xb"t) n’est dérivable en aucun point t; 
da ++ 
Raisonner de même pour t + g{t) = ÿ a" sin (xb"t} et conclure. 
n=]l 
2.42. — Pour tout ue R, la distance de a à NN est notée & a}. Soit Zf, la série 


d'applications de [0, 1] dans R telles que: 
VneN Vte[0,1] f.(t) = 10 "<10"r)y 


Montrer que Zf, converge uniformément sur [0, 1] et que sa somme (qui est appelée 
fonction de VAN DER WAERDEN) est une application continue de [0, 1] dans R, qui n'est 
dérivable en aucun point. 


2.43. — a) Étendre le théorème de dérivation d’une limite ou d’une somme de série 
aux dérivées à droite. 


b) Soient n + a, une bijection de N sur [0,1] n Qetf: [0,1] — R l'application 
définie par 


+x 


Ja) = > ri me "| 


n=0 


Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur [0, 1]. 


3 
SÉRIES ENTIÈRES 


Nous allons appliquer les résultats du chapitre 
précédent essentiellement aux séries d'applications de € 
dans € de la forme z +—a,z", nous réservant de les 
appliquer dans un sous-chapitre complémentaire aux 
séries d'applications de R dans € de la forme 


t a, cos nt + b, sin nt. 


3.1. CONVERGENCE D'UNE SÉRIE ENTIÈRE 


3.1.1. Généralités sur les séries entières 


1° DÉFINITION. — On appelle série entière de la variable complexe toute série 
d'applications de la forme Zf, avec : 


f: CC za, (a, e C). 


On dit que a, est le coefficient d'ordre n, que a, est le terme constant. Par abus 
de notation, la série entière sera notée Za,,z", mais, suivant le contexte, il pourra se 
faire que le même symbole désigne, pour z € € donné, une série à termes dans C. 

— Il nous arrivera de parler de série entière de la variable réelle, pour 
désigner une série d’applications de la forme Zf, avec: 


f.: R—R (resp. €) t +>a,t", (a, ER (resp. C)). 


Mais, sauf avis contraire, quand nous dirons: série entière, nous enten- 
drons: série entière de la variable complexe. 


2° L'algèbre des séries entières. — Aux deu: séries entières Za,z" et Zb,z", 
et au nombre complexe x nous pouvons associer : 
— la série entière somme : 


Zc,z" = Ea,z" + Eb,z", 
avec : pour tout ne N, c, = a, + b, 
— la série entière produit par un nombre complexe : 
2d,z" = a(Za,z"), 


avec : pour tout ne N, d, = «a, 
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— la série entière produit : 


Ze,z" = (Za,z") (Zb,7"), 
n 
avec : pour toutneN,e, = ÿ ab, 
k=0 
Nous disposons ainsi de trois lois sur l’ensemble des séries entières : deux 
lois de composition interne et une loi de composition externe. Le lecteur vérifiera 
sans difficulté : 


PROPOSITION. — Muni de ces trois lois, l’ensemble des séries entières est une 
C-algèbre commutative. 


Soit alors C[[X]] la C-algèbre des séries formelles à une indéterminée à 
coefficients dans C (I, 7.4.1). Étant donné l'élément Za,X" de C[[X]], nous 
pouvons lui faire correspondre la série entière Za,z"; nous constatons sans 
difficulté que l’application ainsi définie est un isomorphisme de C-algèbres, qui 
permet donc de transférer aux séries entières les notions introduites pour C[[X ]] 
et de définir : 


— l'ordre d’une série entière ; 

— la série entière dérivée d’une série entière ; 

— la substitution d’une série entière d'ordre strictement positif dans une autre 
série entière ; 

— l'inverse d’une série entière d'ordre nul. 


3.1.2. Rayon de convergence, disque de convergence 
d’une série entière 


1° LEMME D'ABEL. — Soient Za,z" une série entière, et z, un nombre 
complexe tel que la suite (a,z5),.N d'éléments de C soit bornée. Alors, pour tout 
z € C tel que |z| < |z,|, la série Za,z”, à termes dans C, est absolument convergente. 

Par hypothèse, il existe MER, tel que: VneN Ja,zil < M. 

— Siz, = 0, le résultat énoncé est trivial, puisque {z e C|{z] < 0} est vide. 

— Sizo À 0,on écrit :VneN ja,z"| < MIz/zo”. 


Compte tenu de Iz/z,| < 1, le résultat provient de l'étude des séries 
géométriques et du théorème de comparaison (1.2.1, 2°) OC] 


CoROLLAIRE. — Soient Za,z" une série entière, et z, € C tel que la série Za, z5, 
à termes dans C, soit convergente. Alors, pour tout z € C tel que |z| < |z,|, la série 
Za,z", à termes dans €, est absolument convergente. 


En effet, puisque la série Za,z5 est convergente on a : lim la,z5l = 0, ce 
n+? + œ 


qui entraîne que la suite (a,z5),.\N est bornée. [] 
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2° THÉORÈME ET DÉFINITION. — À toute série entière Za,z" on peut associer un 
et un seul élément RER, qui possède Îles deux propriétés suivantes : 


i) Pour tout ze C tel que |z] < R, la série Za,z”, à termes dans C, est 
absolument convergente. 


ii) Pour tout ze C tel que |z] > R, la série Za,z”, à termes dans C, est 
divergente. 
On dit que R est le rayon de convergence de la série entière. 


Soit À l'ensemble des réels positifs r tels que la suite (a,r”), . \ soit bornée. Cet 


ensemble est non vide, car il contient 0; 1l admet donc, dans R,, une borne 
supérieure R. 

— Soitze C,telque/z| < R. D’après la définition de R, il existe r € À tel que 
|z] <r < R; lasuite(a,r”),.N étant bornée, le lemme d’Abel montre que la série 
Za,z", à termes dans C, est absolument convergente. 


+ 


— SoitzeC,telque|z] > R. La série Za,z”, à termes dans €, est divergente, 
sans quoi la suite (a,]z|"},.N serait borné, et on aurait |z| € À, en contradiction 
avec |[z| > R. 


L’unicité de R est évidente. CO] 


REMARQUES. — a) Les notations étant celles du théorème précédent : 

— S1R = 0 la série Za,z" ne converge que pour z = 0: 

— SiRER*, la série Za,z” converge absolument pour z € € tel que |z| < R et diverge pour 
zeC tel que }z| > KR. 

— Si R = + 0, la série Za,z" converge absolument pour tout ze C. 

b) En un point ze € tel que [z] > R, la suite (a,z”},.N est non bornée. 


c) Les séries entières Za,z" et Z|a.iz" ont le même rayon de convergence (elles définissent le même 
ensemble À). Les séries Za,z”" et Zaa,z", à € C*, ont le même rayon de convergence. 


3° Détermination du rayon de convergence. — PROPOSITION. — Le rayon 
de convergence R d’une série entière Za,z" vérifie l'égalité (dite formule d'Hada- 
mard) : 


| 
— = Jim sup |a,|!”" 


étant entendu que 1/R désigne : 


e l'inverse du réel R, si R € R\{0)} : 
e + œ,siR = 0; 
e 0, siR = + ©. 


Pour tout ze C, la suite (|a,z"|"/"),.n+ d'éléments de R. admet une limite 
supérieure, et l’on a (1II.2.3.6, 5°) : 


lim sup |a,z"|*" = |z| lim sup |a, |!” 


On applique alors la règle de Cauchy (1.2.3, 2°) à la série Za,z”, à termes 
dans € [ 
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Remarquons que la formule d’Hadamard n’est pas toujours le meilleur 
procédé pour obtenir R. C’est ainsi que s’il existe n, EN tel que a, Z 0 pour 


n>n%etsi lim (la,,.l/la,) = ((EeR,) on a: R = 1/{. 
n+ +00 


Il va de soi que la réciproque est fausse : on n’a pas toujours lim (|a,,.,|/la,l) = 1/R, ni même 


n—+ + 


lim sup (la, + 1l/la,l) = 1/R. 


EXEMPLES. — a) À z"/n°,(ae R). 
n> | 


Ici pour tout aeR, lim |a,,.,/a,] = let doncR = I. 


n—+ + 
b) £z"/n!. Ici R = + « (d’Alembert). 
c) En!z". Ici R = 0 (d’Alembert). 
d) Z22"z2#, Ia a =0 si n#2p et a =2 si n—2p (peN) On a 
lim supa}”" = lim (2r)!/2r = V2 


n—++x prta 


D'où: R = 1/ +. 2. Notons que la règle de d’Alembert s'applique ici (lorsque z # 0) à la série à 
termes dans €, Zu,, avec u, = 2"X"et X = x. 


REMARQUE. — S'il existe z, € € tel que la série Za,z5 soit convergente, alors le rayon de 
convergence de la série entière Za,z" est supérieur ou égal à |z,]. 


4° Disque de convergence d’une série entière. — DÉFINITION. — Soit 
Za,z" une série entière de rayon de convergence R. Dans le plan complexe, le disque 
ouvert de centre O, de rayon R, porte le nom de disque de convergence de la série 
entière ; le cercle de centre 0, de rayon R, porte le nom de cercle de convergence de la 
série entière. 

Le disque de convergence est le plus grand disque ouvert de centre OÜen tout 
point duquel la série entière converge absolument. 

Dans le cas d’une série entière Za,t" de la variable réelle, on introduit 
l'intervalle |] — R, R[ qui est dit intervalle de convergence de la série entière et qui 
est le plus grand intervalle ouvert de milieu 0 en tout point duquel la série entière 
converge absolument. 


5° Comportement d'une série entière sur le cercle de convergence. — 
Plusieurs cas peuvent se produire. Reprenons, par exemple, la série entière Zz" n°, 
dont le rayon de convergence est 1. 


— Six < 0, elle diverge en tout point du cercle de convergence ; 

— Si 0 < x < 1, elle converge en tout point du cercle de convergence 
distinct de 1 (1.3.2, 2); 

— Si à« > 1, elle converge absolument en tout point du cercle de 
convergence. 

Ce ne sont d’ailleurs pas les seuls cas possibles de comportement d’une série 
entière sur le cercle de convergence. 


6° Propriétés du rayon de convergence. — PROPOSITION I. — Soient Za,z" et 
Zb,,z" deux séries entières de rayons de convergence R et R’. On désigne par p et p’ 
les rayons de convergence des séries entières somme et produit, notées Zc,z" et 
Zd,z". 
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i) Pour tout z € C tel que les deux séries entières données convergent (resp. 
convergent absolument) la série entière somme (resp. produit) converge et : 


+ wo + oo + oo 
S cz = Ÿ az + à b,z" 
n=0 n=0 = 0 


+ co + co 
resp. ÿ d,z" = (5 7) 
n=0 n=0 

ii) SiR £ R',p =inf(R, R'h;;SiR =R,p 

il) p° > inf(R, R). 

— i) résulte de l’étude de la somine de deux séries à termes dans C et de celle 
du produit de deux séries absolument convergentes, à termes dans C. On en 
déduit : p > inf(R, R'}et p’ > inf{R, KR). 

— Supposons R’ < R.Onap > R'. D’autre part, comme Zb,z" est somme 
des séries entières Zc,z" et Z(-— a,)z", on a R’ > inf(p, R), et même R’' > p, 
puisque R' < R. Ainsi p = KR’. mn 


REMARQUE. — SiR = R’ on peut effectivement avoir p > R.Ilen est ainsi pour : a, = 1 + 2"et 
b,=1-2"(R = R’= 1/2 p = 1). 

Cependant si R = R'et si les séries entières données sont disjointes — ce qui signifie que a, # 0 
implique b, = Oetqueb, # Oimplique a, = 0 — alorsp = R,car, dans le cas contraire, on pourrait 
trouver z, € € tel que R < [z,| < p; la série Z|c,z5| convergerait et la série Zja,z5| divergerait ce qui 
constituerait une contradiction, puisqu'ici : Vne N Ja,] < |c,j. Retenons — ce qui est utile dans la 
pratique — que si deux séries entières respectivement paire et impaire ont un même rayon de 
convergence R, alors leur somme a pour rayon de convergence R. 


b) On peut avoir p’ > inf(R, R'), même si R KR’. Adoptons en effet : 
VneN a, =1; b=t, b,=—-1, b,=0 pour n>2 
Nous constatons: R = 1, R’ = + o et p = + oc. 


PROPOSITION II. — Une série entière et sa série entière dérivée ont le même 
rayon de convergence. 


Soient R et R’ les rayons de convergence des séries entières Za,z" et 
Zn + l)a,,,2". 

— Pour tout ze C tel que |z| > R, la série Zla,z”| est divergente; compte 
tenu de ce que, dès que (n + 1) > [z|, on a: 


(nr + l)a, + 12° 2 a: 


la série Zl(n + 1)a,, ,z"| est, elle aussi, divergente. D'où: R' < R. 

— Pour tout ze C tel que [z| < R, la série Zja,(Iz| + k}'| où k désigne 
(R — |z|)/2, est convergente; compte tenu de ce que (d’après la formule du 
binôme) pour tout ne N, on a: 


|(n + 1)a, ; 12° < k” la, ; (12 + k}y"*1|, 


la série Z|(n + 1)a,,,z"| est, elle aussi, convergente. D’où: R < KR. 0] 
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REMARQUES. — a) La formule d'Hadamard et le corollaire du 111.2.3.6, 5° permettent une 
démonstration plus rapide. 


b) On constate sur des exemples qu'une série entière et sa série dérivée n’ont pas toujours le 
même comportement en les points du cercle de convergence. 


PROPOSITION III. — Soient Za,z” et Zb,z" deux séries entières de rayons de 
convergence R et R’, de fonctions sommes 4 et B. On suppose que l'ordre de la 
seconde série entière est strictement positif, ce qui permet de la substituer dans la 
première; soient Zc, z” la série entière ainsi obtenue et R” son rayon de convergence. 

Dans ces conditions : 

i) Si z, € C est tel que la série Z}b,z5]| est convergente et de somme strictement 
inférieure à R, alors la série Zc,z5 est absolument convergente, et sa somme est 
A(B(2)). 

il) Si R > Oet R’ > 0, alors R” > 0. 


1) La présence simultanée de plusieurs indices fait que nous aurons à utiliser 
des symboles tels que ZX et Z pour représenter certaines séries. 
n P 


e Désignons par ZYy,z" la série entière obtenue par substitution de Z|b,|z" 
dans Zla,|z". Nous avons (cf. [.7.4.2) : 


+ oo 

VneN (£ bz") L Z C2. Cn= D op 
P n=0 
+ © 


ZE Yap2 5 Yp = À VanlYapr 
0 


VneN (£ be?) 


Notons que, pour p donné, c, et y, sont sommes de séries à termes presque 
tous nuls, et que: 


(1)  VipeN? <Y»%» VreN (ci < 7, (2) 
+ 
e De l'hypothèse ÿ lb,z6l < R, on déduit l'existence de 
p=0 
+ + co n + + oo 
> la >. hs) = » a tabl) 
n=0 p=0 n=0 p=0 


En d’autres termes, la série double Zu 
R.,, est convergente. On en déduit : 
— d’une part la convergence de la série à termes dans R, : 


+ © 
Z (5 ait) Zol” = À YlZol? 
=0 P 


qui entraîne (d’après (2)) l’absolue convergence de la série Z CZ$ : 


np’ où Up est l'élément la,|Y:PlZ0l? de 


— d’autre part (d’après (1)) l’absolue convergence de la série double Zv,,, où 
up = AnCnpz8 Et donc sa convergence (1.8.3, 3°). On peut alors écrire par le 
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théorème d’associativité (1.8.3, 1°): 


soit : 


D c,zB — A(B(z0). 0 
0 


= 
1) La série entière Zb,z", dans laquelle b, = 0, ayant pour rayon de 


convergence R'’ > O, la série Z |b,z"| converge, en particulier pour tout z e C tel 


n > 


que |z| < R’/2, et, pour un tel z: 


+ a 


» lb,z"| = [z| > [b,z"” | < [z| > b.|(R'/2)"" ! 


n=1 n=1 n=]1 


+ 
Ainsi: lim (5 bz1) = (. Il existe donc p > 0,p < R', tel que: 


z+0 \n=i 


+ & 
VzeC (Iz < p) (5 lb,z"| < k) 
n=l 
Il résulte de i) que R” > p. nm 


La théorie des fonctions holomorphes permettra de donner le rayon de 
convergence de la série entière obtenue par substitution. 


PROPOSITION IV. — Soit Za,z" une série entière de rayon de convergence 
strictement positif et d'ordre nul. Alors sa série entière inverse a un rayon de 
convergence strictement positif. 


Résulte du fait que la série entière inverse est obtenue par substitution 
(1.7.4.3) OC 


REMARQUE. — Si nous identifions les deux C-algèbres isomorphes C[[X]] et l'algèbre des séries 
entières, les propriétés qui précèdent généralisent à C[[X]] les propriétés des fonctions polynômes 
relativement à l’algèbre des polynômes à une indéterminée. 


3.1.3. Convergence uniforme d’une série entière 


1° THÉORÈME. — Soient Za,z" une série entière de rayon de convergence R, et r 
un réel positif strictement inférieur à R. Alors la série entière Za,z" converge 
normalement, et donc uniformément sur le disque fermé de centre 0, de rayon r. 


En effet : sup |a,z"| = Ja,|r”. 


Iz1<r 


Or, comme r < R, la série Zla,lr" est convergente. CO] 
n 
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COROLLAIRE. — Toute série entière converge normalement et donc uniformé- 
ment sur tout compact inclus dans son disque de convergence. 


L'application z 2] de ce compact dans R, est continue. Elle atteint donc 
son maximum, que nous désignons par r, en un point du disque de convergence : 
d'où r < R. 

Le compact est ainsi inclus dans le disque fermé de centre 0 de rayon r. 


Œ 


REMARQUES. — a) Tout ce qui précède s’applique aux séries entières de la variable réelle en 
termes d’intervalles fermés. 


b) Il peut ne pas y avoir convergence uniforme de la série entière sur le disque de convergence. 
Par exemple, la série entière Zz" ne converge pas uniformément sur le disque ouvert de centre 0 de 
rayon 1, puisque la suite (z”},.\ ne converge pas uniformément vers l'application nulle sur ce disque. 
c) S'il existe z, € €, avec !z,| = R, tel que la série Za,z5 converge absolument, la série entière 
Za,z" converge normalement et donc uniformément sur le disque fermé de centre O de rayon Rk, 
puisque sup [a,z"| = ja, zo|. 
li <R 


2° Complément. —- THÉORÈEME. — Soient Za,z” une série entière de rayon de convergence R et z, 
un nombre complexe de module R tel que la série Za,z' soit convergente. Alors la série entière Za,z” 
converge uniformément sur l'ensemble des nombres complexes de la forme tz, avec t € [0, 1]. 


— Le cas z, = 0 étant trivial supposons z, # 0. Par transformation z +z/z,, nous nous 
ramenons au Cas Zo = I. 
— Considérons donc une série entière Za,z" de rayon de convergence 1, telle que la série Za, soit 


convergente. 
k 


Posons S, = Ÿ a,,.Pourtous(n,p)eNette [O, 1], nous avons, grâce à la transformation 
1=1 


d'Abel : 


p p 
> 7 = > Ste _ HE + Serre 
k=1 k=1 


et donc (compte tenu de 0 < 1 < 1): 


P 


n+k 
D An+xl 
k=1 


P 
< > IS le" ** = ter) + See 
k=1 


Soit € € R*. D’après le critère de Cauchy, la convergence de Za, assure l'existence de N € N tel que: 


k 


D dy+! 


d=1t 


Vn > N VkenN < € 


et donc tel que: 


P 


n+k 
art 
k= 1 


Vn>N VpeN ÿref0,1i] < € O 


La série d'applications Za,z", à valeurs dans l’espace de Banach €, est donc uniformément de 
Cauchy sur [0, 1]; il en résulte qu'elle converge uniformément sur [0, 1]. QI 
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3.2. ÉTUDE DE LA FONCTION SOMME D'UNE SÉRIE ENTIÈRE 
3.2.1. Continuité; dérivabilité:; intégrabilité 


Rappelons que l’ensemble de définition de la fonction somme d’une série 
entière contient le disque de convergence. 


1° Continuité. — THÉORÈME. — La somme d’une série entière est une fonction 
continue en tout point de son disque de convergence. 


Il s’agit en effet d’une série d'applications continues, qui, d’après 3.1.3, 1°, 
converge uniformément sur l’ensemble des compacts inclus dans le disque de 
convergence. On applique 2.4.3, 1°. O 


CoNSÉQUENCE. — Soient pe N et Za,z" une série entière de rayon de 


P 
convergence R > 0. Au voisinage de O, la fonction somme À admet Ÿ a, pour 


développement limité à l’ordre p. k=0 


En effet la série entière ZX  a,z" admet R pour rayon de convergence, ainsi 


n>p+l 
d’ailleurs que la série entière Z a,z"” ?. 
n>2p+l 
Le théorème de continuité montre: 


+ oo 
lim ÿ a,z"P— 
20 p=p+1 


D'où, au voisinage de 0: 


P 
A(z) = Ÿ a,2 + zro(1) O 
k=0 
REMARQUE. — S'ilexiste z, e Cavec|{z,| = R tel que la série Za,z5 converge absolument, alors la 
fonction somme de la série entière Za,z" est définie et continue en tout point du disque fermé de centre 


0 de rayon R. C’est par exemple le cas de la série entière Z z"/n° avec « > 1. 
n>l 


Complément. — PROPOSITION. — Soient Za,z" une série entière de rayon de convergence R, z, un 
nombre complexe de module R tel que la série Za,z5 d'éléments de € soit convergente. Alors on a: 


+ œ + & 
li {zo)" = 7° 
im 2 a,({2o) 2 a,Zo 


En effet chaque application t -—a,{tz,)" est continue en tout point de [0, 1], et la série 
d’applications Za,(tz,)" converge uniformément sur {0, 1], d’après 3.1.3, 2°. 0 


— En particulier soit Za,f” une série entière de la variable réelle de rayon de convergence R. Sa 
fonction somme est continue en tout point de l'intervalle ] — R, RT[. Si, de plus, la série Za,R" (resp. 
Za(— R)") est convergente, la fonction somme est continue en tout point de l'intervalle ] — KR, R] 
(resp. [— R, RD). 
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# "« Q , ( — 1} É 
EXEMPLE. — La série entière de la variable réelle, 2 
n > 


t”,a pour rayon de convergence 


n—] 


1; la série Z 

n > ll 
tout point de ]— 1,1}. * Nous verrons que sur l'intervalle ]— 1, 1[ cette fonction somme est 
t Log(l +1) Il en résultera, par continuité à gauche au point 1: 


est convergente; donc la fonction somme de la série entière est continue en 


+xf( 1"! 
Lee 


n=l 


.* 


2° Dérivabilité. — Pour ne pas avoir à nous limiter aux séries entières de la 
variable réelle, nous allons introduire une définition de la dérivation d’une 
fonction complexe de la variable complexe. 


DÉFINITION. — Soient U un ouvert du plan complexe, f une application de U 
dans C et z, un point de U. On dit que f est dérivable (ou holomorphe) au point z, si, 
et seulement si l'application z _f@ — fo) 

2. — Zo 
lorsque z tend vers z,. Cette limite est alors appelée dérivée de f au point z, et est 
notée f'(z0). 


de U\{z,} dans C admet une limite 


Dans le cas où fest dérivable en tout point de U, l'application de U dans C 
qui à z fait correspondre f’(z) est appelée application dérivée de f et est notée f’. 
Le lecteur peut constater dès à présent que certaines propriétés des applications 
dérivables d’une variable réelle (somme, produit, quotient, composition...) 
s'étendent aux applications holomorphes d’une variable complexe. 


THÉORÈME. — En tout point z, du disque de convergence, la fonction somme, 
À, de la série entière Za,z” est dérivable et la dérivée en ce point est la somme de la 
série Z(n + 1)a, , 25. 


Soit R l& rayon de convergence commun aux séries entières 
Za,z” et Zn + lja,,,z", (3.1.2, 6°). 


Soit z, e C, tel que |z,| < R. Ilexiste r e R tel quez,| < r < R. La fonction 
À est dérivable en z, si’et seulement si sa restriction au disque fermé D,, de centre 
0 et de rayon r, est dérivable en z,. 

Pour tout ze D,\{z,} nous avons: 


A(z) — A(z re 
= 20) D. a 2 hi hs 24% 7) 


Z — Zo n=1 


Considérons la série d'applications ZX f, avec: 


n>1 


fi: DC z-f{2) = a(2 7! +202? +... + 29 22 + 2971) 
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Chaque application f, est continue au point z,. De plus: 


sup |f,(2)| < nla,jr"-! car |z| <r. 
le <r 


Comme r < R, la série Z nla,fr"” ! est convergente; la série d'applications 
n > 
Z f, est donc normalement, et donc uniformément convergente sur D,. Sa 
n>I 


somme $, qui est définie par : 


A(z) — A(z _ 
Se) = ED à ze px}; Ses) = Ÿ nat! 
T7 40 n=1 
est continue au point z,, d’après 2.4.3, 1°. CO 


CoOROLLAIRE I. — Sur le disque de convergence la fonction somme d’une série 
entière de la variable complexe est indéfiniment dérivable (au sens complexe), et ses 
fonctions dérivées successives sont les fonctions sommes des séries entières dérivées 
successives. 


Ainsi, pour tout p e N, et pour tout point z du disque de convergence: 


+ 
(nm +p)! 
AP) = L ——— a, 7" 
n=0 n° 


En particulier: VpeN A0) = pla, 


COROLLAIRE II. — Sur l'intervalle de convergence, la fonction somme d’une 
série entière de la variable réelle est indéfiniment dérivable, et ses fonctions dérivées 
successives sont les fonctions sommes des séries entières dérivées successives. 


PROPOSITION. — Soient / un intervalle de R, Za, 7" une série entière de rayon de 
convergence R dont la fonction somme est notée À, et f'une application continüment 
dérivable de ] dans C, telle que pour tout t de J on ait |f(t)| < R. Alors Fapplication 
de / dans C, t —A[/f(t)] est continüment dérivable sur J, de dérivée 


tp ATS()] .f(). 


Il suffit de montrer la propriété sur tout intervalle compact J inclus dans 1. 
Soit J un tel intervalle. Pour tout ne N*, t a [f(t)]" est continûment 
dérivable sur J, de dérivée t +na,[ f(t)]"" ft). 
Soit r la borne supérieure sur le compact J de la fonction |f|; cette borne 
est atteinte; on a donc: r < R. 
Comme f’ est continue sur J, 1l existe M = sup{f'(t). On a: 
teJ 


sup |na,[ f (41° f'() < nat" M. 
teJ 


La série Z nla,|r"”! étant convergente, on peut appliquer 2.4.3, 1°.  [ 


n >|] 
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REMARQUE. — Soit Za,f" une série entière de la variable réelle, de rayon de convergence R # 0. 

Si la série Z(n + 1)a,,,R" est convergente, la série entière Z{n + 1)a,,,t" est uniformément 

convergente sur (0, R] donc (2.4.3, 1°, Théorème II) la série Za,R” est convergente, et la fonction 
+2 


somme de la série entière Za,t" admet Ÿ (n + 1)a,,,R" pour dérivée à gauche au point R. 
n=0 
Inversement, il peut se faire que la fonction somme de Za,f" soit définie et dérivable à gauche au 
point R, sans que la série entière dérivée converge en ce point. On verra, par exemple, que: 


+ & g2nti 
Vre]-1, +1[ Arctgt = ÿ (—-1} 
220 2n + 1 
(— 1} RC 
Puisque la série Z converge, On a :— = . La fonction t Arc tg test dérivable à 
2n + 1 4 ,-0o2n + 1 


gauche au point 1. Mais la série entière dérivée Z{— 1)"r?" diverge en ce point. 


3° Intégrabilité. — THÉORÈME. — Soit Za,t”" une série entière de la variable 
réelle, de rayon de convergence R > 0. Alors sa fonction sommé À est intégrable 
sur tout intervalle compact [a, b], a < b,inclus dans l'intervalle de convergence, et 


on a: 
b + œ b 
| A(t) dt = ÿ a, [di 
a n=0 a 


Résulte de la convergence uniforme sur le compact [a, b] qui est inclus dans 
l'intervalle ]— R, R[ 0] 


CoROLLAIRE. — Soit Za,{" une série entière de la variable réelle, de rayon de 
convergence R > 0. Alors, sur l'intervalle de convergence, sa fonction somme 


+ oo gntl 
admet pour ensemble de primitives les applications t >k + Ÿ. a, avec 
ke C (ou R). no "+ 

Résulte de ce que l’ensemble des primitives de À sur ]— R, R[ est 
Î 

tk + | A(u) du. 0 
0 


REMARQUE. — Comme pour la dérivation, lorsque la série Za,R” converge, la série entière Za, t" 
converge uniformément sur [a, R],avec a € ] — R, R{, et on peut appliquer le théorème d’intégrabili- 
R 


té à l'intégrale A({t) dt. C'est ainsi que de : 


+ &œ " 
Vre]l-1, +10 Log(i +1) = ÿ (—-1}!— 
n=i n 
on déduit : 


1 + 
| Log (1 +t)dt = à (—-1}"! : 
: n=1 nn + 1) 


3.2.2. Fonctions développables en série entière 


1° DÉFINITION. — On dit qu’une fonction / de € vers C, définie sur un voisinage 
du point z, € C, est développable en série entière au point z, si, et seulement s’il 
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existe une série entière Za,z”, de rayon de convergence R > 0, qui satisfasse à la 
condition : 


JUEŸ (20) VzeC zeU = f(z) = 5 a, (z — 2o) 


n=0 


Dans le même contexte, on dit encore que f est développable en série entière 
sur U. 

On notera que le voisinage U de z, est inclus dans Bef (f) et dans le disque 
ouvert (zZo, R). 


— Nous nous ramênerons au cas z, = 0 par le changement de variable 
Zz Hz — Z, : nous parlerons alors de développement à l’origine, pour désigner la 
série entière Za,z”. 


EXEMPLE. — Soit f: z —1/(1 — 2). Nous constatons: 


n+li 


VzeC\{i} VneN f(2)= Ÿ À + (1) 


k=0 l 2 


Considérons la série entière Zz”, dont le disque de convergence, D, est le disque ouvert de centre 
0, de rayon 1. D'après (1), f et la somme 4 de la série entière coïncident sur le voisinage D de 0 ; Z£z"est 
donc un développement en série entière de f à l’origine (et aussi sur D). Notons qu'ici D est « le plus 
grand » voisinage de O sur lequel f et À coïncident, que D est exa@ement l’ensemble de définition de 4, 
celui de f étant C\i1]. 


2° Nous aurons à utiliser : 


DÉFINITION. — À toute fonction f de € vers C, indéfiniment dérivable sur un 
voisinage de 0, on peut associer la série entière : 


1 
2 — f"(0)z" 
n! 


On dit que cette série entière est la série de Mac-Laurin de / (ou encore la série 
de Taylor à l’origine de /). 


THÉORÈME. — Soit f une fonction de C vers C développable en série entière à 
l'origine. Alors : 
1) Il existe un voisinage U de 0 sur lequel / est indéfiniment dérivable; 


ii) Le développement en série entière de f à l’origine est précisément la série de 
Mac-Laurin de f. 


Soit Za,z”, de disque de convergence D Æ @, de somme À, un développe- 
ment en série entière de la fonction f. On sait qu'il existe U € Ÿ” (0) tel que f et À 
soient définies et coïncident sur U : U An D est un voisinage de 0 sur lequel f et 
À sont définies et À indéfiniment dérivable (d’après 3.2.1, 2°); il en résulte que, 
pour tous zeU nDetpeN, f'P(z) existe et est égal à Az). En particulier : 


VpeN f®(0) = 470) = pla, ml 
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CoROLLAIRE I. — S’ilexiste, le développement en série entière à l’origine d’une 
fonction f de C vers C est unique. 


CoROLLAIRE II. — Si deux fonctions sont développables en série entière sur un 
même disque de centre 0 et si elles coïncident sur un voisinage de 0, leurs 
restrictions au disque considéré sont égales. 


COROLLAIRE III. — Si f est développable en série entière à l’origine, ses 
fonctions dérivées successives sont développables en série entière à l’origine et leurs 
développements sont les séries entières dérivées successives du développement de f. 


Le corollaire III s'étend à une fonction développable en série entière sur un 
disque de centre 0. 


3° Algèbre des fonctions de € vers C développables en série entière à 
l'origine. — PROPOSITION. — Soient f et g deux fonctions de € vers € 
développables en série entière à l’origine, et &« un nombre complexe. Alors f + g,af 
et /g sont développables en série entière à l’origine. Si, de plus, /(0) = 0, alors g « f 


1 
est développable en série entière à l’origine; si {(0) Z 0, alors n est développable en 
série entière à l’origine. | 


Résulte des propositions I, III, IV de 3.1.2, 6°, qui fournissent aussi les 
développements cherchés à partir de ceux de f et de g. [ 


4 Cas des fonctions rationnelles de © vers €. — PROPOSITION. — Pour 


1 
tous p € N* et a € C\{0}, la fonction: z DE admet le développement en 
z—a 


(— 1} ; AY 
20, (:) 


série entière à l’origine: 


aP 


de rayon de convergence |ai. La fonction et la somme de la série entière coïncident 
sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon |a|, qui sera noté (0, |a|). 


Nous avons vu au 1° que la fonction f: z 1/(1 — z) admet Z£z" pour 
développement en série entière sur le disque (0, 1). D’après le corollaire I du 
3.2.1,2°, et le corollaire III du 1°, pour tout peN*, la fonction 


n+p—l)! 
fr: z hop — 1)!/{(1 — z} admet X Li rat z" pour développement en 
n! 
série entière sur le disque (0, 1). La proposition s’en déduit par le changement de 
variable z +-z/a. mn 


CoOROLLAIRE. — Toute fonction rationnelle f, de C vers C, n’admettant pas 0 
pour pôle, est développable en série entière à l’origine. La fonction f coïncide avec 
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la fonction somme de son développement en série entière en tout point du disque 
ouvert de centre O dont le rayon est la distance r de O à l’ensemble des pôles de la 
fonction rationnelle, et le rayon de convergence du développement est précisé- 
ment r. 


Il suffit en effet de décomposer la fraction rationnelle associée à cette 
fonction rationnelle en éléments simples et d'appliquer à chacun d'eux la 
proposition qui précède. 

Supposons alors que le développement obtenu ait un rayon de convergence 
R > r,et soit a un pôle de f tel que lal = r. La somme À de la série entière est 
bornée au voisinage de a(|la] < R),ce quicontredit A(z) = f(z) pour tout z tel que 
Izl < lai, et a pôle de f. CO 


Ce corollaire est algorithmique en ce sens qu’il fournit un procédé d'obtention du développe- 
ment. 


En fait, il est quelquefois commode de remarquer que, grâce à l’isomorphisme de l’algèbre 
C[LX]]j et de l’algèbre des séries entières, il rèsulte du théorème II du 174.4 que, dans le 


P(2) 

développement, Za,z", de la fonction rationnelle z —>—— qui n’admet pas 0 pour pôle, a, est le 
Q(2) 

coefficient de X" dans la division. suivant les puissances croissantes de P par Q, à un ordre k > n. 


3.2.3. Fonctions d’une variable réelle développable en série entière 


1° Dans le cas particulier des fonctions complexes d’une variable réelle, en 
remplaçant la notion de disque de convergence par celle d'intervalle de 
convergence et les voisinages de l’origine dans € par les voisinages de l’origine 
dans R, toutes les définitions et propriétés énoncées en 3.2.2 sont conservées. 
(Sauf en ce qui concerne les fonctions rationnelles, dont l'étude passe obligatoire- 
ment par la décomposition en éléments simples sur €, d’où l'intervention des 
pôles complexes). 

Nous allons maintenant étudier quelques propriétés propres aux fonctions 
d’une variable réelle qui sont développables en série entière à l’origine. 


PROPOSITION. — Soit f une fonction de R vers C développable en série entière à 
l’origine. Alors H existe un voisinage de O sur lequel / admet des primitives et 
chacune de ces primitives est développable en série entière à l’origine. 


L'existence de primitives pour f résulte du fait que f est continue sur un 
voisinage de 0. Le fait que toute primitive est développable en série entière à 
l’origine résulte de 3.2.1. 3°, qui fournit d’ailleurs le développement en série 
entière à l’origine de cette primitive connaissant celui de f. OC] 


2° PROBLÈME. — Étant donnée une fonction jf de R vers C, cette fonction est- 
elle développable en série entière à origine ? 


— Nous constatons tout d’abord qu'il est nécessaire que f vérifie les deux 
conditions suivantes : 


i) Il existe un voisinage de 0 sur lequel f est indéfiniment dérivable; 


3.2.3 FONCTION SOMME D’UNE SÉRIE ENTIÈRE 107 


1 
ii) La série de Mac-Laurin de f, 2 Es f"(0)t", a un rayon de convergence non 
n! 
nul. 


— Ces conditions ne sont pas suffisantes. En effet, considérons : 
f'R—>R f0)=0 : ft) =exp(—1/r?) si 140 


Nous savons (III.4.2.7) que f est de classe C® sur R et que, pour tout ne N, f (0) = 0. La série 
de Mac-Laurin de f est la série nulle, dont le rayon de convergence est infini. Mais il n'existe aucun 
voisinage de 0 sur lequel f coïncide avec la fonction nulle, somme de la série de Mac-Laurin de f. 


THÉORÈME. — Une fonction / de R vers C est développable en série entière à 
l'origine si, et seulement s’il existe r € R* tel que: 
i) f est indéfiniment dérivable sur l'intervalle | — r, + r[ ; 


SR : 
ii) Pour tout te ]—7r,r[, la suite n + p,{r) = f{r) — Ÿ ga J(O)r 
k=0K: 
admet 0 pour limite. 
Lorsque ces conditions sont vérifiées, f coïncide avec la somme de sa série de 
Mac-Laurin pour tout te ] — r, + rf. 


Démonstration aisée, laissée au lecteur qui remarquera en outre que, 


lorsque la condition i) est remplie on a (IIL.6.7.2, 5°), pour tous ne N et 
tel-r, +rl: 


PA(t) = [ ou FT (u) du = r*1 [ Se FT (tv) de. 


COROLLAIRE. — Pour qu’une fonction /f de R vers C soit développable en série 
entière à l’origine, il suffit qu’il existe r € R* et MER, tels que : 

i) / est indéfiniment dérivable sur ]— r, + r[; 

ii) Pour tout peNette]-r,+r[:1f"{t)] <« M. 


Lorsque les conditions i) et ïi) sont remplies, on a, en effet, par application de 
l'inégalité de Taylor-Lagrange : 


jf" * 1 


VneN Vtel-r+r At < M ———— 
] 70) ED 

Pour t fixé, il suffit de poser u, = M{|t|"*!/(n + 1)! pour constater, grâce à 

la règle de d’Alembert, que la série Zu, converge, et donc que la suite (u,),.\ admet 
0 pour limite. La condition ii) du théorème est donc, elle aussi, vérifiée.  [] 


A titre de complément, le lecteur traitera les exercices 3.21 et 3.22. 


3° Développements en série entière à l’origine des fonctions usuelles. — Le 
tableau de la page 108 donne les développements en série entière à l’origine des 
fonctions usuelles. Pour chacune il précise un voisinage de O sur lequel la 
fonction coïncide avec la fonction somme de son développement; lorsque cet 
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intervalle est non ouvert, l'égalité des fonctions à la borne correspondante se 
justifie par 3.2.1, 1° (complément). Voici les justifications de ces développements. 


se Casdef(t) = e'. — Ici, pourtousne NetteR,f""(r) = e'. On applique 
le corollaire du 1°, avec r e R* arbitrairement choisi et M = er. 
On en déduit les développements de t +-a', de ch et de sh. 


1 
e Cas de f(t) = -———. Déjà rencontré. 
(a — 1} 
e Cas de f(t) = (1 + t}°, « e R\N. On a: Déf(f) = ]— 1, + oof, et: 
VpeN Vte]- 1, + of f{r) = ax — 1)... (x — p + IX1 +1)? 


Ici : 


p,(t) = en ff _ ec + uÿ"! du 


n! o\l+u 


Pour te |] — 1, + oo [ donné, u +4(t — u}/(1 + u) est décroissante sur 
l'intervalle compact L d’extrémités 0 et r ce qui permet de constater : 


— U 


t 
Vue I, TE 


< |t| 


et d'écrire |p,{t)| < a,{t), avec: 


_ dau — 1)...(&œ — n) 
_ n! 


HE 


Le + u}ÿ*7! du 


4) 


a(t) 


On constate que, pour t e ]— 1, + 1[ donné, a,(t) est le terme général d’une 
série qui converge d’après la règle de d’Alembert, ce quiimplique lim a{t) = 0. 
et donc lim p,{t) = 0. PAR, 

ER ._. …. L@@—1)...(xæ — n + 1) 
La série de Mac-Laurin de jf, qui s'écrit Z RE Rs t” (avec 
ao — 1)...(a —n+l) 
a 
convergence 1, et (d’après le théorème du 1° appliqué avec r — 1) sa somme est 
f(t), au moins sur l'intervalle de convergence ouvert. 


la convention — ] pour n = 0) a pour rayon de 


+ oo 
Le cas a e N n'offre aucun intérêt: VreR f(t) = ÿ Cir. 
k=0 
e Cas de f(t) = Log(i +1). — Il s’agit de celle des primitives de 
t 1/1 + 1) sur ]— 1, + of, qui vérifie f(1) = 0. On utilise 3.2.3, 1°. 
Les développements des fonctions Arc sin, Arc cos, Arc tg, Arg sh, Argth 
s'obtiennent par la même méthode (ne pas oublier que le terme constant du 
développement est fourni par f(0). qui n’est pas nul dans le cas de Arc cos: 


T 
d’ailleurs Arc cos t = + Arc sin f). 
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Tableau des résultats. 
cos 


+ oo (Log a)" 
2 


t" 
]- la}, lalL 


(a, p}e C* x N* t” ]— lal, lail 
]- 1, 1] 


]- 1, 1C 
(RsiaeN) 


+® (2n)! p2ntl 


Arcsint = 
À 22"(n!)? 2n +1 


+ ganti 
Arctgt= à (-1) 
= 2n +1 
+ © ginti 
shr = = 
2 (2n + 1)! 
+ æ 1?" 
cht = 
L (2n)! 
+ (2n)! gin+i 


Argsht= Y (-1 
DE 2! Te mp Qn+ D 


+ © p2n+i 


Argtht = 
à 2n + 1 
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En ce qui concerne les développements des fonctions sin et cos, on veillera à 
ne pas commettre de cercle vicieux : pour nous ces fonctions seront précisément 
définies comme fonctions sommes de séries entières données a priori (3.3.2). Un 
lecteur ayant étudié une définition différente (mais correcte !) de ces fonctions, 
pourrait, naturellement, être amené à utiliser le corollaire du 2° pour les 
développer en série entière. 


4° La méthode dite « de l'équation différentielle ». — Nous allons l’ex- 
poser sur deux exemples. Dans le premier, nous n’utiliserons aucun résultat de 
l'étude des équations différentielles, qui n’a pas encore été traitée. 


EXEMPLE I. — Reprenons /f': 1 (1 + 1t),(ax e R\N), de classe C? sur ] — 1, + x[:f(— 1) 
n'étant pas défini, il suffit de travailler sur } — 1, + 1[. 

a) Nous constatons : Vt e ]— 1, 1E (1 + t}f'(t) — af(t) = ©. 

Inversement, soit g: }— 1, 1[ — R, dérivable, telle que: 


Vte]— 1, 1[ (1 + t)g{t) — ag(t) = 0. 


L'application t ++ g{r)(1 + t)7* est dérivable sur ] — 1, 1 [, de dérivée nulle, ce qui entraine 
l'existence de ke R tel que : 


Vte]— 1,10 gt) = kf(t) 
f est donc l'unique application dérivable, @: ]-— 1, 1[ — R, telle que: 
p(0) = 1 et Vte]—1,1[ (1 + tjp'{t) — air) = 0 


b) Cherchons s’il existe une série entière de rayon de convergence R > 0, dont la somme À 
vérifie : 


A(0) = 1 et Vte]—-R, + R[ (1 + t)4'(t) — œA(t) = 0 
En écrivant : 


+ æ 


(1 + t)4'(t) — aA(t) = ÿ [fn + Lja,,, — (à — nja,]r 


n=0 
on constate que l’unique solution est : 


a(æ — 1)...(4a — n +1) 
21", avec R=]l 
n! 
(ce que l’on peut trouver plus rapidement en constatant qu'il s’agit de la série de Mac-Laurin de f). 


c) En confrontant a) et b) on peut affirmer que la série entière trouvée en b) est le développement 
en série entière de f à l’origine et que, pour tout te ]— 1, + 1[,sa somme est f(r). 


* EXEMPLE II. — f(t) = 1 + V1 + 12. 


= l 
a) Directement, ou en écrivant f{(t) = \ 2 ch É Arg sh ) on constate que j est de classe C® 


sur R. Un calcul laissé au lecteur permet de constater que f est solution sur R de l'équation 
différentielle (étudiée au 5.1.5, 3°) 


1 
(t2 + 1)y" + ty — = 0 (1) 


Le théorème de Cauchy-Lipschitz permet alors d'affirmer que, pour tout r e R*, la restriction de 


3.2.3 FONCTION SOMME D'UNE SÉRIE ENTIÈRE 111 


fà ]—7r, + rf est l'unique solution @ de (1) sur ]—r, + r[ qui vérifie la condition de Cauchy: 
(p(0) = ,/2) A(p'(0) = 0) 


b) Un calcul (qui est traité au 5.1.5, 4°) permet de constater qu’il existe une, et une seule série 
entière de rayon de convergence R > Odont la somme est solution de(1)sur ]— R, + R£et vérifie la 


condition : (@(0) = / 2) A (p'(0) = 0). C'est : 
V2 ff ni 
2 —|TJ[{1- - 4! t#, avec [[|\--4k?}= 1 
(2n)! eo k=0 


Son rayon de convergence est R = 1. 
c) En confrontant a) et b), on peut affirmer : 


> ee ppp 
vre]-1, +il Vi+ ire Y V (nr -ae)}r. 


n=0 (2)! =0 


5° Sommation d'une série entière. — Il s’agit du problème inverse 

du précédent : étant donnée une série entière Za,t", on recherche une expression 

aussi simple que possible de sa somme (étant entendu que l’on dispose a priori de 
+ æ 


l'expression t > ÿ af"). Voici deux exemples : 
n=0 


EXEMPLE I. — ZP{(n) n où PE C[X] et deg (P) = p,(te R). 
n! 


Manifestement : R = + co. 
En adoptant (1,X,X(X — 1),...,X(X — 1)...(X — p 14 1)) pour base de l’espace vectoriel 
P, des polynômes de C[X] dont le degré n'excède pas p, on constate qu'il existe des éléments 
bo -..,b, de C tels que: 
P(X) = bo + b,X + ... + b,X(X — 1)... (X — p +1) 


On les calcule en donnant à X les valeurs successives 0, 1, ..., p — 1,p. 


+ © ñ 
LA 
Ainsi, pour tout te R, ÿ P{n) — s'écrit: 
n=0 n! 
+ æ p" + æ n—1 + &@ p"—P 
bo D — +bit Ÿ +... +b y 
son! im-i)t n=p(n — p)! 
et donc: (bo + bit + ... + b,t?).e' 
2" 
Après avoir étudié l'exponentielle complexe, le lecteur étendra le calcul à ZP{n) —, ze C. 
n! 


EXEMPLE IT. — ZP(n}z", où P e C[X] et deg (P) = p. On se place ici dans le cas zecC. 
Manifestement : R = 1. 


On utilise ici la base (1,X + 1,...,(X + 1XX + 2)...(X + p)) de #, et on écrit : 
P(X) = co + CX + 1) +... + c{X + IXX +2). (X + p) 


Ainsi, pour tout ze C, tel que jz| < 1, ÿ P(n)z" s'écrit: 
n=0 
+ æ + æ +æœ 
Co 2"+a D in+l)z" +... +c, > (n+1)...(n + pl 
n=0 n=0 n=0 
et donc: 
Co l'c; pe, 


Re  — 
1—2z (1 — 2} (1 — z}p*! 
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3.3. LA FONCTION EXPONENTIELLE COMPLEXE 
ET SES APPLICATIONS 


3.3.1. La fonction exponentielle complexe 


1° THÉORÈME ET DEFINITION. — La série entière 2. a pour rayon de 
n! 


convergence + oo. Sa fonction somme est une application de C dans C dont la 
restriction à R est la fonction exponentielle réelle; elle est appelée fonction 
exponentielle complexe et notée z +-—e” (ou parfois z —— exp (z)). 


Z 
Pour z e € donné, la règle de d’Alembert, appliquée à la série 2 — p montre 
que le rayon de convergence est + oo. 


+o ,n 
t 
D'autre part on sait que, pour tout’ eR : e!' = 


æ 


n! 

n=0 n : 

PROPOSITION I. — En tout point z € C, la fonction exponentielle complexe est 
continue et admet la dérivée (au sens complexe) e’. 


On applique 3.2.1, 1° et 2°. 


PROPOSITION II. — Pour tout (z,,z,)e C?,e’*? — e’1.e72. 


e’1 et e*2 sont les sommes des séries absolument convergentes E- — let E- — 


On dispose donc (1.4.1, 2°) de la série produit Z d,z" dont la somme . e’1.e”2. 
On calcule : 


CONSÉQUENCE. — Pour tout z e C, on a: 
i) e #0; ii) 1l/e° =e 7; Hi) |e’| = e*<), 
En particulier : VzeC le = 1+zeiR. 


i) et i) résultent de e’.e ° = e° = 1. 


in) Pour touszeCetneN les nombres complexes 


n À n e 
ÿ — et y 
x=ok! x=o K! 


sont conjugués. Par passage à la limite on en déduit que, pour tout ze C, les 
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nombres complexes e° et e° sont conjugués, et donc que : 


le*|? = e’.e’ = ezt? A e2R«i) 


Des propriétés de l’exponentielle réelle, on déduit alors, pour tout ze C: 


le] = "7; le =1 = Se(z) = 0 me 


2° THÉORÈME FONDAMENTAL. — La fonction exponentielle complexe induit un 
morphisme continu, surjectif mais non injectif, du groupe (C, +) sur le groupe 
(CO, .). 


— Compte tenu de : Vz e C,e° Z 0, on dispose de l'application z+-e* de € 
dans C*. D’après les propositions I et II du 1°, cette application est continue et 1l 
s’agit d’un morphisme de groupes. 

— Pour prouver sa surjectivité, commençons par montrer que, pour tout 
zo E C\R-, l'équation e* = z, a une solution dans €. Soit z, e C\R _. Associons- 
lui l'application f : [0,1] + € t+-> 1 — 1 + 120. Elle est continüment dérivable 
et ne prend pas la valeur 0 (puisque son image est le segment [1, z,] de €). 
Introduisons l’application : 


J'() 
g: [0,1]—+C 6 | du 
o (u) 
Q « A p = # os # ! fo 
qui est continüment dérivable, de dérivée t —g'(t) = F0 


Considérons enfin l'application : 
h: [0,1] — € t f(t)e” 20 


D’après la proposition du 3.2.1, 2° la fonction t +e “,et donc la fonction 
h est dérivable sur [0, i]. 


Vre[0,1] ht = fe — f{g (de = 0 


Comme (0) = 1, on en déduit: Vte[0,1] f(t) = ef. 

En faisant t = 1, on obtient: z, = e“1); g(1) est solution de e° = 2,. 

— En particulier, à ie C\R-_ on peut associer C e € tel que ef = i: ona 
e = — 1]. Pour tout z,e R*, l'équation e’ = z, s'écrit e°*?5 = — z,, avec 
— 29€ C\R-, et admet donc une solution. Il est ainsi acquis que l’application 
z He de € dans C* est surjective. 

— Dee = let de & 4 0 (qui résulte de et = i), on déduit qu’elle n’est pas 
injective. Ü] 


REMARQUE. — À titre d'exercice, le lecteur établira une démonstration topologique du 
théorème, en montrant que l'image H de € parz + e” est une partie à la fois ouverte et fermée de C*, 
muni de la topologie induite par celle de C. 

(En utilisant le théorème d’inversion locale, il montrera que H est une partie ouverte de C*;en 
utilisant la décomposition de C* en classes suivant H, 1] montrera que c’est une partie fermée.) 
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3° Le nombre n. — Soit U = {ze C|Iz] = 1}. Nous avons vu au 1°: 
VzeC e“eU+zeiR 
ce qui s'écrit : 
VzeC eeUzeR 


Nous disposons donc de l’application t +-e' de R dans U. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'application t +-e" est un morphisme continu 
et surjectif du groupe (R, +) sur le groupe (U, .). Il est non injectif et son noyau est 
de la forme aZ, avec a e R*. Le réel a, qui est le plus petit : € R* tel que e“ = 1, est 
noté 27. 


— Continuité et morphisme résultent du 2°. 

— Montrons la surjectivité. Comme l’image de € par z +—e” est C*, pour 
tout z, e Uilexiste z, e C tel que e’ = z,. Or|zol = 1 équivaut à z, = it, avec 
t,ER. | 

— La non injectivité résulte du 2° (4 E iR). Le morphisme étant continu, 
son noyau est un sous-groupe fermé de (R, +), qui n’est ni R (à cause de la 
surjectivité), ni {0} (à cause de la non-injectivité). En utilisant (II1.1.2.2, 5°), on 
constate que ce noyau est de la forme aZ, avec a € R*. CO 


COROLLAIRE I. — Le noyau du morphisme z +-—e de(C, +) sur (C\{0}, .)est 
2inZ. 


En effet, e*’ = 1 exige |e’| = 1, et donc ze iR. En outre, pour tout zeiR 
e° — 1, qui s'écrit e“° ‘7 — 1 équivaut logiquement, d’après le théorème 
précédent à —ize 2x7. [ 


CoOROLLAIRE II — La fonction exponentielle complexe est périodique; 
l’ensemble de ses périodes est 2irZ. 


Résulte de: V(z.T)eC? e:+T—e <>erT= 1 el 
4 Complément. - THÉORÈME. — Les morphismes continus du groupe (R, +) dans le groupe 
(U, .) sont les applications de la forme t --e'", avec a ER. 


— Il est manifeste que t +ref", avec a e R, est un morphisme continu de (R, +) dans (U, .). 
— Réciproquement soit f un morphisme continu de (R, +) dans {U, .), ce qui implique 
f(0) = 1, (L.2.1.2, 2°). 


Considérons F: RC 1: | f{u) du. 
0 
Pour tout (t,,t,)e R? nous avons: 
tytt2 t 
Ft, +10) = f{u) du = F{(t,) + fu + t,) du 
0 0 


ce qui, compte tenu de f{u + t,) = f(u).f(t,) s'écrit : 


Fe, +1) = Ft) + f(t)F(02) (1) 
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F admet la fonction non nulle f pour dérivée sur R, et n’est donc pas la fonction nulle : il existe 1, € R 
tel que F{t,) # 0. D'où, en utilisant (1): 
F{t +t0) — F{t) 

F(£o) 


Comme F, f est donc dérivable sur R, et, pour tout te R: 


VteR f(t) = 


, I (to) — 1 
LD = — (ft + to) — f(t)) = kf(t), avec k = ——— 
F(£0) F(to) 


En raisonnant comme au 2°, on montre que l'application h: t +f{tje “ de R dans C est 
dérivable, de dérivée nulle. En utilisant A(0) = 1, on en déduit: VtEeR f{(t) = e“!. 

De f(1) = e* et f(1)e U, il résulte ke iR, ce qui permet de poser k = ia, avec ae R. O 

Notons que, dès que x # 0, le morphisme t ef" est surjectif. 


5° Argument d’un nombre complexe non nul. — Nous sommes mainte- 
nant en mesure de compléter l’étude faite en I.5.1.3. Le morphisme de groupes 
t «mel de (R, +) sur (U, .), de noyau 2x2, induit un isomorphisme de groupes, 
@, de (R/27rZ, +) sur (U, .). 
Étant donné z e C\{0}, on appelle argument de z et on note Arg z l'élément 
@" !(z/1zl) de R/2xZ;il s’agit donc d’une classe de congruence, modulo 2x. Par 
abus de langage tout représentant de cette classe sera appelé un argument de zet 
noté arg z. 
EXEMPLE. — On a:(eï)? = 1, et donc e“ = — 1, puisque 2x est le plus petit réel t strictement 


positif tel que e“ = 1: rest ainsi un argument du nombre complexe — 1, les autres arguments de 
— létant rn + 2kr, ke Z. 


Application. — Résolution de l'équation e° = z4, z9 € C\{0}. — On peut 
considérer qu'il s’agit de l'équation e**” = z,, à l’inconnue (x, y) e R°. 

Pour tout (x, y)e R°, e**" s'écrit e*.e'”, avec e* e R* et |e”| = 1, ce qui 
montre que |e**”| = e* et que l’un des arguments de e**Ÿ est y. On en déduit 
que, pour tout (x, y)e R°: 


et = 7, (e* = |z0]) À (y est un argument de z,) 


Si 6, désigne l’un quelconque des arguments de z,, l’ensemble des solutions 
de l'équation e* = z,, est l’ensemble des nombres complexes : 


z, = Log|zol + i0, + 2ikn, keZ 


EXEMPLE. — Résolution de e* = t,,t, € R\{0}. 


— Sit, > 0, alorst, = fol. 1, et un argument du nombre complexe 1 est 0. D'où les solutions: 
Logt, + Zikn,ke Z. 

— Sit, < 0, alors t, = |t,|.(— 1), et un argument du nombre complexe — 1 est r. D'où les 
solutions: Log (— t,) + ir + 2ikn,ke Z. 


REMARQUE. — Pour définir l'argument d'un nombre complexe non nul, on a utilisé le 
morphisme t ee". On aurait pu tout aussi bien utiliser un autre morphisme surjectif de (R, +) sur 
(U, .), à savoir t me" avec a € R\{0}. En adoptant à = 2x/400 (resp. x = 2x/360), on obtiendrait, 
pour ze C\{0} donné, un nouvel argument, dit en grades (resp. en degrés), dont les déterminations 


400 360 
seraient d’ailleurs le produit de celles de l'argument habituel (dit en radians) par ca (resp =) 
f f 
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3.3.2. Fonctions circulaires réelles 
1° DÉFINITION. — Les applications de R dans R: 
cos: t —r@e(e”);, sin: t > fm(e) 


sont respectivement appelées cosinus et sinus. 


De : 

a. + (it) 

VteR e“ = cost +isint — _— 

n=0 n! 

on déduit, en utilisant 1.1.2, 3° : 
+ © 2n + œo pint1 

VteR cost = — 1) sin { = — 1) ——— 1 
O 2. ) On! 1 2. ) On + D (1) 


Les applicatiois cos et sin apparaissent ainsi comme les fonctions sommes 
(définies sur R) de deux séries entières de la variable réelle, de rayon de convergence 
infini. 


PROPOSITION. — Les applications cos et sin possèdent les propriétés suivantes : 
i) Elles sont respectivement paire et impaire; 
ii) Elles admettent 2x pour période commune, et 


VteR cos(t + x) = — cost sin(t + x) = - sint 
> | | 
Hi) VteR cost = 3€ + e7") sint = Cd — e7"); 
i 


iv) VteR cos’t +sin?t = 1 

v) Elles sont indéfiniment dérivables sur R, et leurs applications dérivées sont 
respectivement — sin et COs. 

1) Résulte de (1). 

ii) Résuite de: V'ER ef? — ei et et = — êit 

1) Résulte de: VtEeR et —e”i, Notons que ces formules in), dites formules 
d'EULER, ont été utilisées (1.5.1.6) pour linéariser cos” et sin”. 

iv) Résuite de: VER |e“| = 1. 

v) Résuite de 3.2.1, 2°, compte tenu de (1). 


2° Variation des fonctions circulaires réelles. — La proposition précé- 
dente permet de s’en tenir aux restrictions à [0, x/2]. 


LEMME. — x/2 est le plus petit t ER, tel que cos t = 0. 


— D'après (e“?) = — 1, on a e“e{-—i,i} et, de toute façon, 
cos n/2 = 0, 
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— Réciproquement soit a e R;, tel que cos a = 0; on a sin? a — 1, et donc 
ee{—i, +i}; d'où e** = 1 et 4ae2xN\. 
Comme cos 0 = 1, da e 2n N* et le lemme est établi. CO 


Ainsi l'application cos est à valeurs strictement positives sur CHE 


l'application sin, dont elle est la dérivée, est strictement croissante sur Lo. T 


compte tenu de sin 0 = 0 et de sin? (x/2) = 1, on en déduit sin (x/2) = 1, et 
d’ailleurs e"? = i. L'application — sin est à valeurs strictement négatives sur 
]0, x/2]; l'application cos est donc strictement décroissante sur [0, x/2]. Nous 
avons : 


Périodes. — Pour chacune des applications sin et cos, le groupe des périodes 
est 277. 


En effet l'étude des variations permet de constater que, pour chacune des 
applications la différence de deux zéros consécutifs est x; toute période doit donc 
être un multiple entier de x; or on a vu au 1° que x n’est pas période et que 2r est 
période. Q 

REMARQUE. — VER cos(n/2 — t) = sin t,sin (x/2 — t) = cos t. Résulte de : 
VteR er/279 = jet, 
— À ce stade, le lecteur est en mesure de retrouver les résultats qu’il connait 


sur les fonctions cos et sin, de définir et d’étudier les fonctions tg et cotg. 
L'étude des fonctions circulaires réciproques a été traitée en I11.4.4.1. 


3.3.3. Fonctions circulaires et hyperboliques complexes 


1° DÉFINITION. — Les applications de C dans C : 


e'z + e”iz 
COS  —— — |) 
* 2 L À _ 
I2.4 572 + œo 2n+i 
SIN: Z M — S (— 1" 7 
2i ee. (2n +1)! 
e +e 7 + 72n 
Ch: Zz > ————— — —— 
2 n=0(2n)! 
e — e z2n+t1 
h = 
SE RS TUUTT 


sont respectivement re cosinus, sinus, cosinus hyperbolique et sinus hyperbo- 
lique. 
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Il s’agit des prolongements des applications de R dans R qui sont connues 
sous les mêmes dénominations, et sont représentées par les mêmes symboles. 
Notons que : 


VzeC ch(iz) = cosz sh iz = isinz (1) 
ce qui nous permettrait de nous limiter au couple (cos, sin). 


PROPOSITION. — Les applications cos et ch sont paires; les applications sin et 
sh sont impaires. Les applications cos, sin, ch, sh sont indéfiniment dérivables sur 
C, les applications dérivées étant respectivement — sin, cos, sh, ch. 


Résulte des définitions et de 3.2.1. 1° et 2‘. [] 


2° ‘Trigonométrie complexe. — On constate : 

VzeC e=cosz +isinz e Ÿ* = cosz — isinz (2) 
On en déduit que, pour tout (a, b) e C?, 2 cos (a + b) s'écrit: 
(cos a + i sin a)(cos b + i sin b) + (cos a — i sin a)(cos b — i sin b) 


et qu’ainsi : 
cos{(a + b) = cos a cos b — sin a sin b (3) 


De même 
sin (a + b) = sin a cos b + cos a sin b (4) 
De (2), on déduit : 
VzeC cos?z+sin?z=1 (5) 


Ainsi les formules (3), (4), (5) s'étendent du cas réel au cas complexe, Comme 
toutes les formules de trigonométrie circulaire, dans le cas réel, s’établissent en 
utilisant exclusivement (3), (4), (5), ces formules s'étendent automatiquement au 
cas complexe. 


e En ce qui concerne l'extension des formules de trigonométrie hyperboli- 


que, c'est encore plus simple : il suffit de reprendre, dans le cas complexe, le calcul 
du III.4.4.2,2°, 


REMARQUE. — Les formules (1) montrent que le passage des applications trigonométriques aux 
applications hyperboliques est simple, ce qui explique l’analogie des formulaires de trigonométrie. 


EXEMPLE D'APPLICATION. — Calcul du module de cos z. 
Posons z = x + iy avec (x, y)e R!. 
COS Z = COS (X + iy} = cos x cos iy — sin xsiniy 
= cos x ch y — isin xsh y 


d'où [cos zl? = cos? x + sh? y 
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3° Équations trigonométriques.— PROPOSITION. — Pour tout (z, z0) € C° : 


(cos z = cos z,) + (ke Z)(z = 2, + 2kn V z = — z, + 2kn) 
(sinz = sinz,) << (3ke Z)(z = z; + 2kx Vz = nn — z, + 2kn) 
(chz =chz,) + (ke Z)(z = 2, + 2ikn V z = — 2, + 2ikn) 
(shz =shz,) < (ke Z)(z = z, + 2ikn V z = — 2, + in + 2ikn) 


Par exemple, en posant Z = e”, l'équation cos z = cos z,, ou z, est donné 
et où z est l’inconnue, s'écrit: Z?—2Zcoszo + 1 = 0, c’est-à-dire : 
(Z — cos z0)? = i? sin? z4, (Z = eo)V (Z = e ‘“*0), et on utilise 3.3.1, 5°. [ 


CoRoOLLAIRE I. — Les applications sin et cos sont périodiques, et l’ensemble de 
leurs périodes est 2x7. Les applications sh et ch sont périodiques, et l’ensemble de 
leurs périodes est 2irZ. 


CoRoOLLAIRE Il. — Les seuls complexes en lesquels s’annule sin (resp. cos) sont 
les réels kx (resp. x/2 + kx), avec k € Z. Les seuls complexes en lesquels s'’annule sh 
(resp. ch) sont les ikr (resp. i(r/2 + kx)), avec k € Z. 


4” Résolution de cos z = a, avec ae C. — On pose Z = e” ; cosz = a 
s'écrit Z‘ — 2a Z + 1 = 0 soit (Z — a)? = a? — 1. Cette équation du second 
degré sur € admet deux racines Z, et Z,, qui sont non nulles et inverses l’une de 
l’autre. On a alors : 


= 


(cos z = a) + (e = Z,) V (e = Z,) 
et on emploie 3.3.1.5°. 


REMARQUES — a) Pour ae [ — {, + 1] on constate que toutes les solutions sont réelles. On 
peut d’ailleurs poser z, = Arc cos a et utiliser la proposition du 3°. 
b) L'équation sin z = a s’étudie de la même façon. 


5° Les applications tangente et tangente hyperbolique complexes. 
DÉFINITION. — Les fonctions de C vers C, tg = sin/cos et th = sh/ch sont 
respectivement appelées tangente complexe et tangente hyperbolique complexe. On 
a : 
Vz 4 + knlk 2| t ee 
— Z = ————— 
Fee BT je + 1) 


vzédil= +knllkezS th _— 
z#iil— +knike Z = ———— 
é 2 et? +1 

Chacune de ces fonctions est impaire, et indéfiniment dérivable sur son 
ensemble de définition. 

Pour tout ze Déf(th),ona:tgiz = ithz. 

La fonction tg (resp. th) est périodique et l’ensemble de ses périodes est nZ 
(resp. inZ), ainsi que cela résulte de la résolution de l'équation tg z = 4, (ae C), 
que le lecteur effectuera en posant Z = e?i (l'équation a des solutions si et 
seulement si a {— i,i}). 
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3.4. EXPONENTIELLE D'ENDOMORPHISME: 
EXPONENTIELLE DE MATRICE 


3.4.1. Extension de la notion de série entière 


1° Notation — Dans le présent 3.4.1, F désigne une K-algèbre de Banach, 
c’est-à-dire (1I1.3.1.3, 3°) une algèbre ('} sur le corps commutatif K(R ou C) 
munie d’une norme telle que: 


Vtu,v)eF?  Ilu.vl] < |lull [lol 
et telle que F soit complet pour cette norme. 


Notons que: 
VueF VneN* lu < [ludll”. 


ainsi qu’on le vérifie par récurrence. 


2° DÉFINITION I. — On appelle série entière à variable dans F, et on note Za,u”, 
toute série d’applications de la forme Zf,, avec: 


f: FF utmau, (a,eK). 


DÉFINITION II. — Soit Za,u” une série entière à variable dans F. L'élément 
R = 1/lim sup{ja,|'/" de R, , la boule ouverte B de F dont le centre est 0, et le 


+ 


rayon R, la fonction A: u + ÿ a,u" sont respectivement appelés rayon de 
n=0 
convergence, boule de convergence, fonction somme de la série entière. 


THÉOREME. — La somme d’une série entière à variable dans F est définie et 
continue sur la boule de convergence. 


Considérons la série entière Za,u” et adoptons les notations des définitions I 
et II. Nous supposons R > 0 (sinon on aurait B = @). 

Soit r e R* tel que r < R. Désignons par B, la boule fermée dont le centre 
est 0. et le rayon r. Nous avons : 


VueB, VneN* law" & la,llhdl" < la, 

R étant le rayon de convergence de la série entière Za,z”, à variable dans K, la 

série Z|a,|r", à termes dans R, , est convergente. La série d'applications Z f,,avec 
n > 

{,: u Hau',converge normalement sur B,,et donc uniformément puisque F est 

complet. Il en est de même de la série Z f,. Les f, étant toutes continues sur B,, la 


n> 


fonction somme, À, de la série d'applications Xf, est continue sur B.. CO 


(") Rappelons que, pour nous, toute algèbre possède un élément unité. 
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REMARQUE. — Ii se peut que la série Za,u" converge en ue F tel que |[u|| > R (penser aux 
éléments nilpotents éventuels). 


Ki 


3° Exponentielle à variable dans F. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — La 


série entière Z _ à variable dans F, a un rayon de convergence infini. Sa fonction 
n 


somme est dite exponentielle à variable dans F, et notée u + e“ (ou exp (u)) : elle 
est définie et continue sur F. 


Application immédiate du 2° : ici R = + oo. CO 


THÉORÈME. — Soient u et v deux éléments permutables de F. Alors 
et" = e".e". 


L'application produit (u,,u,) -u,.u, de F x F dans F est bilinéaire et 


; _ u 0" 
continue, et les séries 2. et 2, a termes dans F, sont absolument 
n! n! 


convergentes. D’après 1.4.1, 2°, on dispose de la série produit, de terme général 


n u* 7 


C, = — .-————, qui est absolument convergente et admet e“.e” pour 
k=ok! (n—k)! 


somme. Comme u et v sont permutables dans l’anneau F, on peut utiliser la 
formule de Newton, et constater que c, n’est autre que (u + v)"/n!. 0] 


COROLLAIRE. — Pour tout ue F, e“ est un élément inversible de F et 
(e) !=e " 


REMARQUE. — Soit € l'élément unité de F. Pour tout Àe K, on a : 


+ © n 

= ÿ —e#s =e"e 
— n! 
n=0 ® 


4° THÉORÈME. — Soit o une application de classe C' d’un intervalle J de R 
dans F vérifiant la condition : 

(x) Pour tout te J, les éléments o(t) et o’(t) de F sont permutables. 

Alors Papplication t-- e** de J dans F admet l’application dérivée 
tt p(t). e%0), qui s'écrit t > e%%. p(t). 


À tout ne N, nous associons l'application : 


1 
hiJF te (ot) 
— D'après I11.4.1.2, 2°, h,, ne N*, admet l'application dérivée : 
1 D > 
th 2 (EU), pt). UT 
‘i=i 


qui, compte tenu de l’hypothèse (+) s'écrit : 
the pt). ht) et th h,-,(0). (6) 


Par ailleurs, h, est l'application nulle de J dans F. 
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— La série d'applications 2 h, converge simplement sur J vers l'application t ++ e?}. 
— Compte tenu de : | 
ÿ h,(e) = PE) CE ho) = CE hu) -p() 
k=1 k=0 k=0 
et de la continuité du produit, 2 h! converge simplement sur J vers l'application t + @'{t). e*? 
qui s'écrit t + e%). pt). 


— À ce stade, il suffit de prouver (grâce à l’extension du théorème de dérivation du 2. 4. 3, 1°) 
que la série Z h, converge normalement (et donc uniformément) sur tout intervalle compact 
nz0 


de R inclus dans J. 


Soit I un tel intervalle; o(7) et @'(1) sont, par continuité, des parties compactes et donc bornées 
de l’algèbre F; il existe donc MER, et M'ER, (dépendant de J) tels que : 


n—1 


(n — 1)! 


Or la série Z M"! /(n — 1)!, à termes dans R, , est convergente. 0 
n>1 


VneN* Vtel h,(t)}1 < M' 


CAS PARTICULIERS. — a) Soit ue F, fixé. L’application t - e‘“ de R dans F 
admet l’application dérivée 1 > u . e“, qui s'écrit t + e“. u. 


b) Si Palgèbre F est commutative, toute application o : J — F de classe C! 
vérifie (x) et le théorème lui est applicable. 


3.4.2. Exponentielle d'endomorphisme ; 
exponentielle de matrice 


K continue de désigner R ou € { 


1° Pour p € N* donné, l’ensemble .#, (p) des matrices carrées d’ordre p à 
coefhcients dans le corps commutatif K est une K-algèbre de Banach (isomorphe 
a KP). 

L'étude du 3.4.1 s'applique donc, avec F = .#,(p), le produit étant ici la 
multiplication des matrices. 


On obtient, en particulier, les exponentielles de matrices et les formules : 
eM = — :  eMeN = eM+N (pourvu que MN = NM): (eM)7! = e-M 
d 
en) = MeiM = eMM (te R). 


Signalons simplement qu’en outre: 


— Si M = diag (&,,...,0,), alors eM — diag (e“1, ...,e°r); 
— Si M est triangulaire, il en est de même de e. 
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2° Soit E un K-espace de Banach de dimension finie ou infinie. On sait 
(IIL.3.1.3, 3°) que l’ensemble Z(E) des endomorphismes continus de E est une 
K-algèbre de Banach. 


L'étude du 3.4.1 s'applique donc, avec F = (E), le produit étant ici la 
composition des endomorphismes et u" étant défini par : 


u° = Id, : VneN uwtl=uou 


On obtient, en particulier, les exponentielles d’endomorphismes et les 
formules : 


+ œ n 
u 
=) —); e“oe” = e“*° (pourvu queucv=vou); (e“)} ! =e " 
n=0A: 
d tu tu tu 
mr ne = e“ou (teR) 


e Voici un complément que nous aurons à utiliser au 5.1.4, 2°. 


PROPOSITION. — On reprend E et Z(E). Soit ! une application continue 
d’un intervalle J de R dans Z{(E); on lui adjoint la primitive : 


{ 
@:J — P(E) tr | I(t)dt, où t,eJ est donné. 
to 


On suppose en outre que / vérifie la condition : 


ï) Pour tout (t,,t,)e J?, les endomorphismes /(t,) et /(t,) commutent. 

Alors l'application t --> e° de J dans Z(E) admet l’application dérivée 
tt (1) © e°%), qui s'écrit t > 6% o [(t). 

Compte tenu du théorème du 3.4.1, 4°, il suffit de vérifier : 

(x) Pour tout te J, les endomorphismes o(t) et I(t) commutent. 

— À tout 8eJ on associe l'application : 


J:J PE) tr 1(0)° ot) — ot) © I(6) 


Compte tenu de i}, on constate que g, admet une application dérivée nulle, 
et donc que g, est constante, et donc que g, est nulle puisque gg(to) = Ogm. En 
particulier : g5(0) = Or, et ceci pour tout 8EJ. me 


3° Plaçons nous maintenant dans le cas où dim E = p. Une basee de E étant 
choisie, l'application u + M{u) = Mat(u;e) de S{(E) sur .#,{p) est un 
isomorphisme continu (application linéaire bijective entre espaces vectoriels de 
dimension finie). 

On en déduit : e“Mw = Mat (e“; e). 

Notons que cela entraïne que si M et M” sont des matrices semblables de 
M,{p), alors eM et eM' sont des matrices semblables. Plus précisément, s'il existe 
P e.M,{p), inversible, telle que M' = PMP, alors eM — P”'eMP. 


REMARQUE. — Le calcul explicite des exponentielles de matrices ou d'endomorphisme font 
appel à la théorie développée au 1.12.3.6. 
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3.5. SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES 


Bien que les sous-chapitres 3.5 et 3.6 soient imprimes en petits 
caractères, ils traitent de questions qui figurent au programme des 
classes préparatoires. 


ESS S 


3.5.1. Préliminaires 


Ces préliminaires valent pour 3.5 et pour 3.6. 


1° L'espace vectoriel E. — Nous dirons qu'une application de R dans € est 2r-périodique si, et 
seulement si, elle admet 2x pour période (étant entendu qu'une telle fonction peut avoir une période T, 
telle que O0 < T < 2x). 


En utilisant 111.6.7.2, on constate que si f est une application 2x-périodique et s’il existe un 
intervalle-période compact{[o, x + 2x} sur lequel fest intégrable, alors fest localement intégrable sur 
R et : 


CR +2n 2x 
VER | f(e) dt = | f() de. 
to ) 
Le lecteur démontrera sans dificulté : 
THÉORÈME. — L'ensemble E des applications 2r-périodiques et localement intégrables de R dans 
C est un sous-espace du C-espace vectoriel Ce 


L’ensemble E, des applications 2r-périodiques et continues de R dans € est un sous-espace 
vectoriel de E. L'ensemble E’ des applications 2r-périodiques, continues et C!-par morceaux (III.4,1.3, 
5°) de R dans C est un sous-espace vectoriel de E,. 


REMARQUES. — a) Un élément de E est caractérisé par sa restriction à un intervalle-période 
semi-ouvert, arbitrairement choisi. 
b) E' est l'ensemble des f eE, qui sont C!-par morceaux sur [0, 2x]. 


c) E’ contient les applications 2r-périodiques et de classe C! de R dans C. 
d) Il nous arriverà souvent de nous limiter à des applications de R dans R. 


2° CONVENTION I. — Soit (c,),.7 une famille de nombres complexes. Le symbole AL désigne la 
n 
série complexe €, + ZE (ec, + c-,). 


n>i 
+ +x 
En cas de convergence, la somme de la série est notée Ÿ  c,, au lieu dec, + Ÿ (ce, + c.,). 
ns-x n=] 


Le lecteur prendra garde de ne pas confondre cette notion de convergence avec celle que l'on 
pourrait obtenir (par analogie avec les intégrales doublement impropres) en posant : 


V(n, m) € N? Ses = » C& 


k=-m 


et en étudiant lim Sa: 
(m,n) (+ 0, + wo) 


On constaterait que cette dernière convergence équivaut à la convergence simultanée des séries 


Z cet Z =" 01, d’après 1.1.2, 3°, cette convergence simultanée n’est qu’une condition suffisante, 
neN neN 


mais non nécessaire, pour que la série Z c, soit convergente. 
nez 
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CONVENTIONII. — Soit (p,),.7 une famille d'applications de R dans C. Le symbole Z, p, désigne 
la série @, + Z (9, + -,) d'applications de R dans C. Fe 
n > 


Le lecteur vérifiera que pour que la série] 2, y, soit simplement convergente (resp. uniformément 
ne 


convergente) sur une partie / € R,ilest suffisant, mais non nécessaire, que chacune des séries Z @, et 
Zw-, soit simplement convergente (resp. uniformément convergente) sur 1. 


3.5.2. Séries trigonométriques 


1° Polynômes trigonométriques. — À tout pe Z associons l'application e, : t > e‘” de R dans 
C. Nous montrerons au 3.6.3, 5° que la famille e = (e,),. est libre dans le € — e.v. E des applications 
2x-périodiques et localement intégrables de R dans C. Elle est donc une base du sous-espace 
vectoriel de E qu’elle engendre; celui-ci sera noté P et ses éléments seront dits polynômes 
trigonométriques. 

Plus précisément : 


DÉFINITION. — On appelle polynôme trigonométrique associé à la famille presque nulle 


c=(c,),ez d'élément de € — et seulement à cette famille — l'application F = Z ce, de R dans C. 
pE 
Le degré de P. est — co si la famille c est nulle, et sinon : 


deg P, = max {neNi(c,, c,) # (0, 0)} 


— Dans ce dernier cas, pour tout N > deg P,, P. s'écrit : 
N 
VtER  Pft}= ÿ cer 
p=-N 


On constate que si (a,, b,),.n est la suite d'éléments de C? qui vérifie d’une part b, = 0, d'autre 
part l’une ou l’autre des relations équivalentes : 


(a = 20) A (a =c,+c-, et b,=i(c, —c_-,)sin> 0) (1) 


(co) à (os le oo, BE in > 0) (2) 


alors, pour tout N > deg P., P. s'écrit : 


a N 
VteR P(t) = . + Ÿ (a, cos nt + b, sin nt) 


nai 


REMARQUES. — a) Pour tout neN, on a (a,, b,)e R? [resp. (a,, b,) = (0, 0)] si, et seulement si 
c_, = C[resp. (c,, c_,) = (0, O)]. 

b) Pour tout NE, l’ensemble #, des polynômes trigonométriques dont le degré n'excède 
pas N est un sous-e.v. de # de dimension 2N + 1. 


2° Séries trigonométriques. — On reprend les notations du 1°, à ceci près que la famille c 
n'est pas nécessairement presque nulle. On pose : 


DÉFINITION I. — On appelle série trigonométrique associée à la famille c = (c,),.2 d'éléments 
de C la série d’applications de R dans C : 


Colo + ee (c,e, +c-,e-,) notée LA Ce» 


et (abusivement) : 
Z' cer (3) 


peZ 
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et encore : 


D, > (a, cos nt + b, sin nt) (4) 
2 n>1 


où (a,, b,),en est la suite déduite de c comme il a été dit au 1°. 


DÉFINITION II. — On dit que les c, sont les coefficients exponentiels (resp. que les a, et les b, 
sont les coefficients trigonométriques) de la série trigonométrique associée à la famille c. 


© Premières propriétés. — Par simple application de résultats obtenus au chapitre 2, nous 
avons : 


PROPOSITION I. — Si les séries à termes dans R, : 
Z le, et Z le, [resp. Z la, et Z lb,1] 


sont convergentes, alors la série trigonométrique : 


. a | 
Z ce”! rep HS (a, cos nt + b, sin | 
pez 2  n>1 


est normalement (et donc uniformément) convergente sur R. 


cos nt sin nt 


Il en est ainsi pour les séries: X : 
n>l n? n>1n 


— 
PROPOSITION IL. — S'il existe n, € N tel que les suites : 

(Cr>no et (c_,), 2 nñn0 [resp. Gr, et (Bs)n> n9) 

soient réelles, décroissantes et admettent O pour limite, alors la série trigonométrique : 
do 

Z ce" [resp — + Z (a,cos nt + b,sinnt) 

ne? 2 n > 
converge simplement sur R\2rZ, et uniformément sur tout intervalle 

Cx + 2kxn, 2x — à + 2kx], avec O<a<nrnet ke Z. 


cos nt sin nt 
Il en est ainsi pour les séries Z À , Cette dernière convergeant d’ailleurs même 
n>1 n n>21l n 


aux points 2kn, k € Z. 


3° Propriétés de la fonction somme. — Les fonctions 
t er [resp. t cos nt et t sin nt] 


étant 2r-périodiques et continues (p e Z et ne N), nous avons: 


PROPOSITION I. — L'ensemble des points de R en lesquels une série trigonométrique donnée 
converge est stable par toute translation t + 1 + 2kn, k € Z ; la fonction somme de la série, définie sur 
cet ensemble, est 27-périodique. 


PROPOSITION II. — La fonction somme d’une série trigonométrique est continue sur tout intervalle 
de R sur lequel la série converge uniformément. 


4° Expression des coefficients en fonction dela somme.— Considérons une série trigonométri- 
que qui converge uniformément sur un intervalle-période compact [o, « + 2x], et donc sur R. La 
somme est une application f de R dans €, 2x-périodique et continue d’après le 3° (et donc un élément 
de l’espace E, introduit en 3.5.1, 1°). 
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Écrivons la série sous la forme 2 ce”. Pour p € Z fixé, l'application t +-—e” ‘7 de R dans C est 
ne 


bornée; la série trigonométrique Z c,e“"”?) converge donc uniformément sur R; sa fonction somme 
nez 


étant t me" f(r), on a (2.2.4, 1°): 


2n 


2n +æ 
| fe rde= Ÿ cl e-”"dr 
0 0 


n=—00 
2n 


Comme | ei"! dt est 0 ou 2x selon que me Z est non nul ou nui, on a: 
[+ 


1- 2r 
VpezZ c,= | f(t}e”‘?' dt (S) 
27 +0 
La même série trigonométrique étant écrite sous la forme : 
do 
— + Z (a, cos nt + b, sin nt) 
2 n > ll 


on obtient, grâce aux relations (4) du 1° 


1 2n 1 2r 
VneN a, = | f(®) cos nt dt  b, = 2 | f{e) sin nt dt (6) 
x “0 K 0 


3.6. SÉRIES DE FOURIER 


3.6.1. Notion de série de Fourier 


1° Coefficients de Fourier de f € E. — Nous venons de voir que si une application f € E, peut 
être considérée comme la fonction somme d’une série trigonométrique uniformément convergente 
sur R, les coefficients de cette série s'expriment au moyen de f grâce aux formules (5) [resp. (6)] du 
3.5.2, 4°. 


Ceci nous incite à associer systématiquement à toute fonction f de l’espace vectoriel E des 
applications 2r-périodiques et localement intégrables de R dans € la famille des nombres complexes 
c, (resp. a, et b,) définis par ces formules (5) [resp. (6)], c'est-à-dire à poser: 


DÉFINITION I. — Étant donnée fe E, on appelle : 
— coefficients de Fourier exponentiels de f les nombres complexes : 


1 2n 
CUS) = — | ftte”'Pdt, pezZ 


27 #0 


— coefficients de Fourier trigonométriques de f les nombres complexes : 
1 2x 1 2n 
a {f) = = f(e) cos nt dt, b,(f) = — | f{t)sin nt dt, neN 
x 0 x J0 


On passe des uns aux autres par les formules (1) et (2) du 3.5.2, 1°. 


DÉFINITION II. — Étant donnée f € E, on appelle série de Fourier de f la série trigonométrique : 


ZE c{f)er = eu) + 2 (a, (f) cos nt + b,(f) sin nt) 
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2° Propriétés des coefficients de Fourier de f€E. — On vérifie aisément : 


a) Si f est à valeurs dans R, les a,(f), les b,(f), et aussi co(f) sont des réels : c (f) et c_ (f) 
sont des complexes conjugués. 


b) Pour tous pe ZetneN, les applications f -c {(f), f a {f) et f -b,{(f) sont des formes 
linéaires sur E. 


c) S'agissant d’intégrales sur [0, 2x] de fonctions de E, les coefficients de Fourier peuvent être 
obtenus en remplaçant [0, 2x] par tout intervalle compact de la forme [a, «x + 2x], en particulier par 
[— x, + x], ce qui permet de constater que si f est paire [resp. impaire], la suite (b(f)) Cresp. (a {f))} 
est nulle, et, pour tout neN: 


2 [* 2 
a (f) = = | (£) cos nt dt resp b,(f) = | f{(£) sin nt 1 
n 0 A 


0 


d) Les coefficients de Fourier de f sont déterminés par les restrictions de f à un intervalle période 
ouvert, arbitrairement choisi (étant entendu que j est intégrable sur un intervalle période fermé). 


e) Deux éléments de E dont les restrictions à [0, 2x] ne différent qu'en un nombre fini de points 
ont les mêmes coefficients de Fourier (cf. XIL.6.2.2, 3°). 


f) Si PeE est le polynôme trigonométrique associé à la famille presque nulle (c,),.7, alors 
c,(P) = c, pour tout pe Z. 


3° THÉORÈME. — Soit feE. Les suites (c(f)},en (C-(f)hen (GP )hren (PAU )hen S0nt 
convergentes et admettent O pour limite. 


Grâce aux formules (2) et (4) du 3.5.2, 1°, il suffit d'établir la proposition pour les suites (c,(f)) et 
(c_,(f)). Comme: 


=. de 
c{f) = | fe" de 
27 +0 
il suffit de l'établir pour la suite (c_,(f)),.n, avec 


'l 2x 
c_AN) = | f{t}e'”" de, 
27 #0 


ce qui a été fait en I1IL.6.4.1, 3°, exemple. O 
On pourrait aussi utiliser l'inégalité de Bessel (3.6.3, 3°) et la convergence de Z lc, (fl? et 


El UN 


3.6.2. Convergence d’une série de Fourier 


1° Position du problème. — Soit f € E. Nous disposons de la série de Fourier def. Parallèlement 
à ce qui a été fait au 3.2.3 dans le cas d’une application de classe C® sur un voisinage de 0 et de sa série 
de Mac-Laurin, nous allons nous poser les questions suivantes : 


a) Existe-t-1l une partie ? € R sur laquelle la série de Fourier de f converge ? 
b} En cas de réponse affirmative, la fonction somme de la série de Fourier coïncide-t-elle avec /f 
sur 1°? 


2° Théorèmes de convergence simple. — LEMME DE DIRICHLET. — Soient fEE et t,ER 
tels que les limites f(t, +) et f(t, —) existent. S’il existe un voisinage F de 0 tel que la fonction : 


1 
hr: Ut + h) + (to — h) — fto +) — flto —)] 
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soit bornée sur V\{0}, alors la série de Fourier de f converge au point t,, et a pour somme 


l 
; Uo +) + f(to — )]. 
Introduisons les coefficients de Fourier exponentiels de f, écrits sous la forme 


Il Entr 
c AS) = [ f(De”‘?' dr, peZ 
2 
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et posons: 


1 
St) = > cfJe“o; u,fto) = Sifto) — : Lf(to +) + fto — )]. 
k= -n 
Il s'agit de vérifier que la suite (u,(to)),en Converge vers 0. 
Explicitons : 


anse) = |” so ( D) eut -n ai 


to k= -n 


Pour n e N donné, nous avons Ÿ e%* = @,(h), où w, désigne l’application paire, continue et 


2x-périodique déterminée par : co 
2n + 1 
sin 
PA(}) = —— Sihg2xZ; oh) = 2n + 1 si he2nZ (1) 
sin — 
2 
D'où : 
to+t* 
22S, (to) = JE) p,fto — t) dt 
107" 


et, par changements de variable : 


27S, (to) = [ Jo — h),fh) dh = [ fo + h)o,{h) dh 
ce qui permet d'écrire la formule de Dirichlet : 
278, (to) = | Lo + h) + (to — h)]o,(h) dh (2) 
0 


dans laquelle y,(h) est donnée par (1). 


Dans le cas particulier où fest l’application constante t +1, cette formule donne, ainsi que le lecteur 
le vériñera : 
R = | o,(h)dh 
0 
En revenant à (2), on en déduit : 


2ru,(to) = { Dto + h) + (to — h) — {to +) — flto —)]9,(h) dh (3) 
0 


ce qui, compte tenu de (1), s'écrit 


: 2n + 1 
-2ru, (to) = | gÜh) sin 


0 


h dh (4) 
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en désignant par g l’application de [0, x] dans € définie par : 


gt) _ Go + h) + f(to mu. — fto +) — f(to —) si he], x]; g(0) = 0 
sin h/2 


(les seconds membres de (3) et (4) sont en effet les. intégrales sur [0, x] de deux fonctions qui ne 
diffèrent qu’en 0). Sur tout intervalle [e, x], 0 < à < x, g est intégrable (et, donc, bornée) au titre de 
produit d’une fonction intégrable par la fonction continue h +-1/sin (h/2). D'autre part, compte tenu 
de lim h /sin{h/2) = 2, il résulte de l'hypothèse que g est bornée au voisinage de 0. En conclusion g est 


bornée sur [0, x] et localement intégrable sur ]0, x}, ce qui entraîne (IIL.6.4.2, 2°) que g est intégrable 
sur [0, x]. 


En écrivant : 
2 
fu, (to) = [eu sin (2n + 1)u du 
0 
on déduit lim u,{to) = 0 de IIL6.4.1, 3°, exemple. Q 
n—+ + @ 


CoROLLAIRE I. — Soient feE et t,€R tels que les limites f(t, +) et f(t, —) existent. Si les 
applications : 


p: Cros + LT —€C plto) = flto +); pt) = f{t) pour 1>t 
ÿ: }— 00,10] € W(to) = fto — }); V(e) = J() pour 1 <t 


sont dérivables en t,, alors la série de Fourier de f converge en t, et a pour somme 
1 
3 Vo +) + f(to —)]. 
Il existe en effet Ve Ÿ (0) tel que la fonction: 
1 
h + Vo + h) + flto — h) — flto +) — f(to —)] 


soit bornée sur V\{0} Q 


COROLLAIREII — Soit fe E. En tout point t, où f est dérivable la série de Fourier de / converge 
eta pour somme /(f;). 


Il s’agit d’un cas particulier du Corollaire I. 0 


© THÉORÈME DE DIRICHLET. — Soit f : R — €, 2r-périodique et C'- par morceaux. Alors 
on a fEE et la série de Fourier de f converge simplement sur R; sa fonction somme est : 


fiR=C tm1/2.(f(t+)+f(t—)) (5) 
et donc f dans le cas où cette application vérifie, en outre : 
VER  f()=1/2.(f( +) + ft —)) (6) 


Étant C°-par morceaux, f est réglée (2.2.2, 2°) et donc intégrable (IIL.6.4.7, 2°) sur tout 
intervalle compact de R; d’où fe E; d'autre part f(t, +) et f(t, —) existent pour tout t,€R. On 
constate que le corollaire I s'applique. 0 


EXEMPLE. — On utilise en physique, sous le nom de « fonction-créneau» lapplication 
f:R — R, 2r-périodique, telle que f(0) = f(— x) = 0 et 


f@=-1 si te]-n,0[, f(t)=1 si te]0, nf. 
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Cette fonction appartient à E et est impaire; pour tout neN : a, (f) = 0. Pour tout ne N* : 
2007 2 
b(f) = | sin nt dt =(1 —-(—1)") —. 
fr Jo nn 


Elle est dérivable, sauf aux points de discontinuité qui sont les points kn, ke. Z, en lesquels : 
2f (kr) = f(kn +) + f(kx —). Le théorème de Dirichlet s'applique et, comme ici f = f, on a: 


VreR f{t) = 5 : in(2m + 1)t 
LE De ) 
ec 


T 
Pour t = x/2, nous retrouvons ÿ = 
m=om+i à 


+® sin(2m + 1l)t nr 
Plus généralement, pour tout 1€ J0,n[ D ——— = 
m=0o 2Mm+li 4 
© THÉORÈME DE JORDAN. — Soit f : R — R, 2r-périodique et monotone par morceaux. Alors 
on a fEE et la série de Fourier de f converge simplement sur R; sa fonction somme est f définie 
par (5), et donc f dans le cas où cette application vérifie (6). 
En utilisant encore 2.2.2. 2°, on constate que f est réglée et on en déduit fe E. La résolution 
des exercices 3.48 et 3.49, laissée au lecteur, conduit au théorème. 0 


3° Un théorème de convergence uniforme. — LEMME. — Soient f € E’ (notation du 3. 5.7, 1°) 
et p:R — C telle que œ(t) = f’(t) si f est dérivable au point t, et q(t) = 0 si f n’est pas dérivable 
au point t. Alors on a @EE et : 


VpeZ\{0} c,(®) = ipc{f) 


e Si jf, qui est 2r-périodique, est dérivable au point t, alors, pour tout k € Z, f est dérivable au 
point t + 2kn et f’(t + 2kn) = f'(t). On en déduit que y est 2r-périodique. 

© Nous savons qu'il existe une subdivision (&)o<x<n de C0, 27] telle que, pour tout ke N,, la 
restriction de f à [æ,_,,«,] admet une dérivée continue, que nous désignerons par g,. Nous 
constatons que et g, coïncident sur ]a,_,, @, [, que les limites @(a, _, +) et @(æx, — ) existent et 
sont respectivement égales à g,(œ, _,) et g.(). Il en résulte (111.6.4.2, 2°) que y est intégrable sur 
chaque [a _,, @,], et donc sur [0, 2x]. Nous avons ainsi montré : @ € E. 


Pour pe Z\{0 } donné, calculons : 
n LD 
2nc{f) = Ÿ [ f{t)e”‘P' dt 
=1 "4-1 


Par intégration par parties, le second membre de légalité précédente s'écrit : 
l 7 . 1 " [% | 
) 8 10/2ha +— } gi{t}e”‘? dr 


IP k=1 k=1"%-1 


Or, g, et @ ne différant sur [«,_,,«,] qu’aux points &,_, et a, : 


% % 
{ git}e”P de = p{t}e”‘P dt 


1 %-1 
Ainsi : 
1 1 
2rc{f) = — Lfe PTS, + — 2nc(p) 
IP Ip 


Enfin : 
Lfte” 4779, = 0. CO 
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REMARQUES. — a) On obtient des formules analogues entre les coefficients de Fourier 
trigonométriques. 


b) En utilisant 3.6.1, 3°, et en raisonnant par récurrence, on constate que si f e E est de classe C* 
alors les suites (rc, (f)},en et (rc -,(f)},en admettent 0 pour limite. Il en résulte que, si fe E est de 
classe C?, sa série de Fourier est normalement convergente. Nous allons établir un résultat plus fin. 


THÉORÈME. — Soit f une application 2x-périodique, continue et C!-par morceaux de R dans C. 
La série de Fourier de f converge normalement (et donc uniformément) sur R, et sa fonction somme 
est f. 


— D'après le théorème de Dirichlet du 2°, la série de Fourier de f converge au moins 
simplement sur R et (compte tenu de la continuité) sa fonction somme est f. 


— Nous utiliserons le résultat suivant : 


Pour toute application geE, la famille (|c,(g)|?),.2 est sommable (ce résultat ne sera démontré 
qu’au 3.6.3, 5°, proposition, mais le lecteur vérifiera qu’il n’en résulte aucun cercle vicieux). 


— La notation étant celle du lemme, on a: E. La famille (lc {p))pez est sommable; les deux 


séries Z [ce (y)? et Z lc_,(p)|? sont convergentes. 
n>1 n > 1 


c{p) 


Pour tout p e Z\{0} on a, d’après le lemme: |c (f)}= 


En utilisant (|c {@)| — [1/pl}? > 0, 


on en déduit : 


1/1 
Vp € Z\{0} le UNI < — é + ce) 
2 ‘p 


D'où la sommabilité de la famille (|c,(f)|),eZ et, a fortiori, la convergence de la série Z le, (f)|; la 
peZ 


convergence normale de la série de Fourier de f en résulte. 0 


EXEMPLE. — SoitaeR\ Z. Désignons par f, l'application 2x-périodique de R dans R telle que 
fa(t) = cos at pour tout te ]— n, x]. 


Le lecteur vérifiera que f, est paire, qu’elle est continue au point x, qu’elle admet en ce point des 
dérivées à gauche et à droite respectivement égales à — «x sin an et à sin an, et donc distinctes. Il en 
déduira que f, est continue mais non dérivable sur R, qu’en revanche la restriction de f, à [ — x, x] est 
de classe C°®; on a ainsi f,€ E. 

Le théorème précédent s'applique. Le lecteur calculera les coefficients de Fourier de 
{, et en deduira : 


sin ox He ty 20 sin œx 
+ — 1) ——— cos nt 
an =: r(a? — n°) 


VteR ft) = 


En utilisant t = %, il constatera : 


R\Z + S ss 
Va e COtg ar = — a ——— 
\ s am ,=, (a? — n°) 


D'où : 


Lie 2t 
VteR\rZ  cotgt = - + Ÿ 
t 


2 2,2 
Ni? — NT 
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3.6.3. Généralisation de la notion de série de Fourier 


Les définitions concernant les formes sesquilinéaires se trouvent aux paragraphes 3.2.1, 3.2.3 
et 3.3.2 du tome II. 


1° Notations. — Dans ce paragraphe, quand nous parilerons d’un espace préhilbertien E, nous 
considérerons qu’il s'agit de l’espace préhilbertien complexe, pas nécessairement séparé, que l’on 
obtient en munissant un C-e.v. El) d’une forme sesquilinéaire hermitienne, positive, mais pas 


nécessairement définie: cette forme sera notée {|} : l’application x + ||xi| = ./<x]|x> est alors 
une semi-norme sur E, et une norme si la forme < | > est définie(?. L'étude qui va suivre se raccorde 
a celle des séries trigonométriques en remarquant que le C-espace vectoriel Æ des applications 
2r-périodiques et localement intégrables de R dans C devient préhilbertien lorsqu'on le munit de 
l'application : 


l: [er 
(ID: ExE—€C Ga | f(0g( dt 
27 0 


où f désigne l'application qui à te R associe l'imaginaire conjugué de f(r). Il est en effet aisé de 
vérifier que <|> est une forme sesquilinéaire hermitienne, positive; elle est même définie positive 
si on remplace E par le sous-espace E, de E constitué par les applications 2x-périodiques et 
continues de R dans €. 


Il nous arrivera de nous limiter à des espaces vectoriels sur R lorsque nous considérerons des 
applications à valeurs réelles. 


2° Coefficients de Fourier. — DÉFINITION. — Soient E un espace préhilbertien et (e;),., une 
famille orthonormale d’éléments de E. A tout x € E on associe la famille des nombres complexes (E;),.;, 
avec Ë, = <e;|x >; on dit qu’il s’agit des coefficients de Fourier de x (relativement à la famille (e;),. ;). 


L'application x + (é,)., de E dans C! est visiblement C-linéaire. Nous nous proposons 
d'étudier la famille (6,e,).7, du point de vue de la sommabilité d’une famille d'éléments de E; on notera 
que la question n’a d'intérêt que si E est de dimension infinie (sans quoi l’ensemble I est 
nécessairement fini). 


3° Inégalités de Bessel. — PROPOSITION I. — Soient E un espace préhilbertien, (e;),., une famille 
orthonormale d’éléments de E, x un élément de E et (E,),., ses coefficients de Fourier. Alors la famille 
(|Élf}er d'éléments de R, est sommable (au sens du 1.8.7, 3°) et on a l’inégalité, dite de Bessel : 


L IE < IIxl 
iel 
Soit une partie finie J de I : nous pouvons lui associer l'élément de E: x, = ÿ &e. 
ieJ 
D’après la définition des coefficients de Fourier et les propriétés d’une famille orthonormale 
nous avons, en utilisant deux expressions de Ë,: 


VieJ <x — xjle;> = 0 


et donc, d’après la linéarité à droite d’une forme sesquilinéaire : 
€Xx — Xl L Ee;) = 0 
ieJ 


(?) Le contexte permet d’éviter toute confusion entre le C.e.v. E et l’espace préhilbertien E. 


(?) Dans ce cas | > est dit produit hermitien, l’espace préhilbertien est séparé et relève de 
l'étude faite au II.4.1. 
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Ainsi x — x, est orthogonal à x, et, d’après le théorème de Pythagore: 


x e = 1x? — x — xl? (1) 
Comme |x/l? = X 1Ed*, ona: Ÿ KE < [Ixll? 
ieJ ie 


Reste à appliquer le théorème du 1.8.2, 4°. O 


PROPOSITION IT. — Les notations étant celles de la proposition 1, on a, pour toute partie finie 
J © I'et toute famille («),., de nombres complexes : 


x — >. Ee;ll< [x — > œe;|| 
ieJ ieJ 
avec égalité si,et seulement si: VieJ a, — E. 


Comme ci-dessus, on établit : 


€x — xl 2 G — ok, > =0 


Ainsix — ÿ bje,et ÿ (E; — o;je, sont orthogonaux et, à nouveau par le théorème de Pythagore: 
ieJ ieJ 


x — Z Bell? = 1x — Z œeil* — Z |E; — a” (2) 
ieJ ieJ ie] 


Ü 


REMARQUES. — a) Ÿ 6e;est la projection orthogonale de x sur l’espace vectoriel Vect (e;), ;, sous 
ieJ 


espace de E engendré par la famille (e,).;. 
b) Du point de vue « physique », on peut dire que les coefficients de Fourier fournissent « la 


meilleure approximation de x» parmi les combinaisons linéaires Ÿ œe. 
ieJ 


4° Base hilbertienne. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient E un espace préhilbertien, 
et (e,);., une famille orthonormale d’éléments de E. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) Le sous-espace Vect (e;),., est dense dans E ce qui signifie que, pour tout (x, £)e E x R*, il 
existe un ye Vect (e,),., tel que |ix — y|| < €; 

ü) Pour tout xe E, de coefficients de Fourier Ë, = < e,| x }, la famille (6,e,),., est sommable, de 
somme x ce qui signifie que, pour tout £ € R#, il existe une partie finie J, de ] telle que pour toute 
partie finie J de Z contenant J, on ait : 

x — 2 Éieil < €; 


ii) Pour tout xe E, de coefficients de Fourier Ë, = < e,| x }, la famille (|£,|?)..;, qui est sommable, 
vérifie l'égalité, dite de Parseval : 


Z [EL2 = IIxl2 
Z IE = 1Ixl 


La famille (e;),., est appelée base hilbertienne de l’espace préhilbertien E si, et seulement si, elle 
vérifie ces assertions. 


L’équivalence de ii) et ïïi) est une conséquence de l'égalité (1) du 3°. 
Preuve de i) = ù). — Soient xeE et ee R#. Par hypothèse il existe une famille presque nulle 
(œ);e.1 de nombres complexes telle que : 


[x — ÿ qe;l| < € 
el 
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Soit J, (partie finie de 1) le support de cette famille. Pour toute partie finie J de I telle que J,cJ 
posons : 
B,=0 si ieJ\,, B, = a, si ie 


Ainsi : 


D Be; = D ae; = » qe; 


ieJo iel 


D’après la proposition II du 3° : 
x — » Eeill < |lx — » Be;l| 
ieJ ieJ 
D'où : 


IX — À Eell < €. O 


ieJ 


Preuve de ii) = i). — Soient xeE et ee R*. Par hypothèse, il existe une partie finie J, de 1 
telle que pour toute partie finie J de I vérifiant J, € J on ait : 


x — Ÿ Eell < € 
ieJ 


En particulier, l'élément Ÿ &e; de Vect (e;)., vérifie : 
1€Jo 


x — Y Éeil < € C0] 


Elo 


REMARQUES. — a) Soit E un espace préhilbertien. Une base hilbertienne de E n’en est pas 
nécessairement une base orthonormale au sens algébrique; en effet la famille des coefficients de 
Fourier de xeE peut ne pas être presque nulle. En revanche toute base orthonormale de E, au 
sens algébrique, est une base hilbertienne de E. 


b) Le lecteur établira que si (e,),., est une base hilbertienne de E, pour tous xeE et yeE, de 
coefficients de Fourier (é,),., et (ner, la famille (Ë;n,);., est sommable et : 


(xp) = 2 Emi 


ce qui généralise l'expression du produit scalaire dans une base orthonormale d’un espace hermi- 
tien (1I.4.3./). 


S° Retour aux séries trigonométriques. — E est dorénavant l’espace préhilbertien des 
applications 2r-périodiques et localement intégrables de R dans C. On constate aisément que 
(e,)»e2, où e, désigne l'application t > e”” de R dans €, est une famille orthonormale, et donc une 
famille libre, d'éléments de E; pour tous feE et pe Z, le coefficient de Fourier <e,]| f > s'écrit 
(cf. definition de <| > au 1°): 


1.1? 
= f{t)e dt 


On reconnaît le coefficient de Fourier exponentiel c,(f), au sens du 3.6.1. 
En particulier : 


PROPOSITION. — Pour tout élément j € E, la famille (lc, )ez est sommable et : 


+ © 


1 2x 
2 IA < = [ Lf(r)? dt 
| d 


p= - 
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C’est une simple application de l'inégalité de Bessel du 3°. OI 
Ce résultat sera amélioré ci-dessous. 


THÉORÈME I. — Dans l’espace préhilbertien E des applications 2r-périodiques et intégrables de 
R dans C, la famille orthonormale d’applications (t > e/”’),., est une base hilbertienne. 


SoientfeEeteeR*#. 
@ Montrons qu'il existe une application continue g: [ — x, x] — € vérifiant : 


gl — 7) = gx) = f(x) et | [f) — g() dt < €? (3) 
En effet, f étant intégrable sur [ — x, x], il existe M = sup |{f(t)|. 
tel — x, x] 


Soit «ae R#. Par III.6.2.2, 3° (démonstration de la proposition V), on sait trouver une 
application en escalier @: [ — x, x] + € vérifiant les deux conditions : 


up JO-QUI<M et | 


te[—x, x ss 


[f(E) — pl de < (4) 


la première entraînant d’ailleurs : 
sup |p(t]l < 2M (5) 


tE[— x, x] 


On peut même faire en sorte que : g{(— x) = p{r) = f(x). 
Par 111.6.4.1, 3°, on sait associer à @ une application g : [ — x, x] — €, continue et affine par 
morceaux, vérifiant les conditions 


g(— mr) =gn) = qi) et [ lp(e) — g()| dt < (6) 


La construction même de cette fonction permet de constater : 


sup leu < sup  {o(t)| (7) 


te[—7x, r te[ — nr, x] 
En majorant Î ft) — g{t}? dt par: 


sup LA) + sup leu) | LE) — 00) de 


El-x=, x 


et en utilisant (5) et (7), il vient : 
| If() — g()° dt < 3M | [f() — g{r) dt 


En majorant |f(t) — g(t)| par [f(#) — @(t)l + lp) — g()l et en utilisant (4) et (6) il vient : 
[ Lf) — g(t)Ÿ dt < 6Ma 


Il suffit de choisir à de façon que 6Ma < e°, pour pouvoir affirmer que l'application g ainsi 
construite vérifie (3). 


e Nous venons donc de construire une application g : [— #, x] — €, continue et affine par 
morceaux, qui vérifie : 


-n=am=fn et | 


[f() — g(G)l? dt < €? (3) 
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Désignons par F l'application 2r-périodique de R dans € qui coïncide avec g sur [ — 7, x]. 
On constate FeE', ce qui entraîne (3.6.2, 3°) que la série de Fourier de F converge normalement 
sur R et a pour fonction somme F. Il existe donc N eN tel que : 


N 
sup {F{(t) — > cent] < € 
tel —x, 7] k=-N 
où les c, sont les coefficients de Fourier de F. 
@ Compte tenu de : 
N 
sup gt)— ) ce“l<eE. 
te[ — x, x] k= — 
on a visiblement : 
x N 
[ ge) — D ce“? dr < 2xe? (8) 
k=—N 


: 1/2 
La semi-normeh —à (| {h(t)? ae) vérifiant l'inégalité triangulaire, on déduit de (3) et (8) : 


K N 
| fe) —  S ce“|? dr < (1 + V2rPe? 


L k=—N 
En conclusion, Vect (t ++ e/”'),., est dense dans E. 0 


COROLLAIRE I. — Soient fe E et (c,(f)),-7 la famille de ses coefficients de Fourier exponentiels. 
Alors la famille ‘(ic (f)|? )ez de nombres complexes est sommable et : 


+ oo 


Y le)? = | Lf(e)1? de 
27 *_, 


p= — © 
If s’agit d’un cas particulier de la formule de Parseval du 4°. 


THÉORÈME II. — Dans l’espace préhilbertien E des applications 2x-périodiques et intégrables 
de R dans C, la famille des applications : 


{tm 1], t + 4/2 cos nt (ne N®), t + (/2 sin nt (n e N*) 
est une base hilbertienne. 


Il est aisé de vériñer qu'il s’agit d’une Mars na relativement à laquelle les coefficients 


7 af) et — 7 


hilbertienne résulte de la démonstration du théorème I. O 


1 
de Fourier sont 3 coU) et, pour ne N°, b,(N). Le fait qu'il s’agit d'une base 


COROLLAIRE II. — Soit fe E, de coefficients de Fourier MEOPOMEURES a, (f) et b,(f). Alors la 
rie FU W = la (NF + lb 


converge et a pour somme — Lf(2)|? de. 
74. n >| 2 27 =# 


On peut considérer qu’il s’agit encore de la formule de Parseval, on utilise : 


ñ ñ 2 2 
VneN* D lc )l2 = our ve la + TON Q 


= 2 
k=—n 
EXEMPLE. — Soit fe E, définie par : 


f@=t si te]j-nr,nl; f(x) = 
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Cette fonction est impaire; pour tout ne N : a (f}) = 0. 


2 
Pour tout ne N*: b{(f) = (— 1}! — 
n 
Le corollaire II donne: ÿ 


Le lecteur vérifiera que le théorème de Dirichlet du 3.6.2, 2° s'applique et que : 


+ © 


VtEeR f(0) = Y (— 1}! a. nt 
n 


n=! 


APPLICATION L. — Sife E, a des coefficients de Fourier exponentiels (resp. trigonométriques) tous 
nuls, alors f est l’application nulle de R dans C. 


D’après les corollaires précédents : | |f(#)1? dt = 0. La fonction étant continue par hypothèse, 


la proposition en résulte. Cl 


Il en résulte qu’un élément de E, est déterminé par la donnée de ses coefficients de Fourier. 


APPLICATION II. — Si la série de Fourier de f € E, converge uniformément sur R, alors la fonction 
somme de la série est f. 


En effet cette fonction somme appartient elle-même à E, (3.5.2, 3°) et on constate que ses 
coefficients de Fourier sont ceux de f. On utilise alors l'application I. Ü 


6° CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE. — THÉORÈME. — Soient fe E, et, pour tout 
N 


NEN,Sx= Ÿ c,(f)e, la «somme partielle de Fourier de rang N de f ». Alors : 


P= -N 


i) Pour N donné, l'application P + ||f — P|| de Pensemble ?, (des polynômes trigonomé- 
triques dont le degré n'excède pas N) dans R admet un minimum absolu et strict, atteint pour, et 
seulement pour P = S,, et égal à (F1? — 1ISnil?)""?. 


1) La suite (||f|| — ||S\ll)}ven est décroissante, de limite 0. 
— On prouve i) en faisant, dans les égalités (1) et (2) du 3° : 
T=Z; x=/f; &=cif) J=C-N,N]NZ x; =Sx 
— En appliquant le corollaire I du 5° à f et à S,, avec : 
(Sn) = GP) Si KI<N; (Sr) =0 si Kj>N 
on obtient, compte tenu de i) : 


If — SYll? us ILf1À _. IIS ll? = ee lc, (PF Ü 


@ On dit que : parmi les éléments de P,, S, fournit la meilleure approximation de f en moyenne 
quadratique, et que la suite (S,),.\ converge vers f en moyenne quadratique. 
Notons que, pour feE et u,eE, on a : 


1 2% 
If — ul? = — [ FE) — u, (9 dt < sup |f(t) — u, (1)? 
28 Jo teR 
ce qui montre que la convergence uniforme d'une suite d'élements de E entraîne sa convergence en 


moyenne quadratique. Ce qui précède montre que la réciproque est fausse; d’où le peu d'intérêt de 
la convergence en moyenne quadratique. 
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3.6.4. Étude des applications T-périodiques 


1° À tout TER, on associe le C-e.v. E} des applications T-périodiques et localement 


intégrables de R dans C. 
2 
E;, — E, fh=(e (Tr) 


La bijection : 
va permettre d'étendre à E, les propriétés de E,, = E. 
On utilise pour cela les égalités de justification immédiate : 


1 2x 1 T 
5n [ J (0)g(®) dt = T [ fr gr) dt 


. .. 27 
(t > exp (ipt))r = ( ++ EXp C T )) 


1 2 1 T 2 
2 [ f(t) exp (— ipt) dt = T [ fr(t) exp (- ip — ) dt 


2° Ici TER est fixé. Par abus de notation, E, désigne aussi bien le C-e.v. introduit au 1° 
que l’espace préhilbertien obtenu en munissant ce C-e.v. de la forme sesquilinéaire : 


1 T _ 
(GA) . [ f Og(e) dt. 
0 


2 

@ Dans E7, la famille ( H Exp ( . ) est orthonormale et donc libre; c’est une base 
ez 

du sous-e.v. ?, de E- qu’elle engendre; les éléments de ?, sont dits polynômes T-trigonométriques; 


on leur étend l’étude du 2.5.2, 1°. 
© On appelle T-série de Fourier de fe E, la série d’applications de R dans C. 


2 
: Cp(J) exp ( = ) 
“ee [ro exp (- — ) de 
nr à À T 
Cette série s’écrit : 


ao(f) 27 | 27 
D + Z (au cos C T ) + b,(f) sin C T ) 
2 2x 
ici : HAN) = = t — t}dt 
avec ici a (f) | F0 co (r T | 
T 
et : mn? | So sin (n 2) à 


© Les théorèmes de convergence (simple ou uniforme) du 3.6.2 s'étendent à condition de remplacer, 
dans les énoncés et dans les fonctions exponentielles ou circulaires qui interviennent dans les 


avec ici : 


; | 27 
démonstrations, E par E,, 2x par T et t par T t. 


@ Ici encore E-; est encore un cas particulier de l’espace préhilbertien E étudié au 3.6.3 et, 
sous la réserve que nous venons de formuler, les résultats des 3.6.3, 5° et 6°, s'étendent aux T-séries 
de Fourier. 


3° UNE APPLICATION. — Nous allons en déduire une démonstration, parmi d’autres, d’un 
théorème important : 
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@ Commençons par : 

LEMME. — Soient TER et f : R — C, T périodique et continue. Alors, pour tout £e R*, il 
existe un T-polynôme trigonométrique qui approche f à moins de € sur R. 

Soit £e R*. D’après IIL.4.6.2, 3°, la restriction de f à [0, T] peut être approchée à moins de 
e/2 par une application @ de {0, T] dans C continue, affine par morceaux et telle que 
p(0) = p(T) = (0). 

L'application T-périodique g : R — € qui coïncide avec @ sur [0, T] approche f à moins de 
£/2 sur R; elle est continue et C'-par morceaux; d’après une extension du théorème du 3.6.2, 3°, 
sa T-série de Fourier converge uniformément sur R et admet g pour somme. 

I! existe donc une somme partielle de cette série qui approche g à moins de €/2 sur R, et donc 
f à moins de € sur R. 

©@ THÉORÈME DE STONE-WEIERSTRASS. — Soit f une application continue d’un intervalle compact 
Ca, b], a < b, de R dans C. Alors, pour tout £e R*, il existe un polynôme qui approche f à moins 
de € sur [a, b]. 

(Polynôme est pris au sens d’application polynômiale R — C). 

a) Cas où f(a) = f(b). — On note T = b — a. Soit ee R*. D’après le lemme, il existe un 
T-polynôme trigonométrique P qui approche à moins de &/2 sur R l'application T-périodique et 
continue qui coïncide avec f sur [a, b]. 

Combinaison linéaire (à coefficients dans C) d’un nombre fini d'applications t ++ e', keR, P 
admet un développement en série entière au point O, de rayon de convergence ; il existe ainsi 
un «vrai» polynôme qui approche P à moins de e/2 sur R, et qui approche donc f à moins de € 
sur [a, b]. 0 

B) Cas général. — Supposons f(a) # f(b). Soit À le polynôme de degré 1 qui vérifie A(a) = 0 
et A(b) = f(b) — f(a). Notons h l'application continue t ++ f(t) — A(t) de [a, b] dans C; elle vérifie 
h(a) = h(b); d’après o), il existe un polynôme P qui approche h à moins de € sur [a, b]; le poly- 
nôme À + P approche f à moins de € sur [a, b]. 

Notons que le théorème — dont une autre démonstration a fait l’objet de l'exercice 2.16 — 
s’'énonce : toute application continue d’un intervalle compact de R dans C est limite uniforme d’une 
suite de polynômes. 


EXERCICES 


3.1. — Soient Za,z' et Zb,z" des séries entières de rayons de convergence strictement 
positifs R et R’. Que peut-on dire du rayon de convergence de Za,b,z"°? 


3.2. — Soit p(n) le nombre des chiffres dans l'écriture décimale de n e N. Trouver le 
rayon de convergence des séries entières : 


Zo(n)z"; Zav®z",  (aeR). 


3.3. — Soit d(n) le nombre des diviseurs de n € N. Trouver le rayon de convergence de 
la série entière Zd{n)}z”. 


3.4. — Montrer que les séries entières E, a,z" et Z 
n 


———. 4,2" ont le même 
n>22n +n—2 


rayon de convergence. 


3.5. — Soit Za,z” une série entière telle que a, # 0 pour tout n e N. On suppose qu'il 
n+k 


existe (k, !)e N* x Rtelque lim 


nr +rx a, 


= |. Que peut-on dire du rayon de convergence ? 
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3.6. — Trouver le rayon de convergence et étudier sur le cercle de convergence la série 


entière Z a,z”, où n, est selon le cas, 0, 1 ou 2, et où a, désigne successivement : 
n>fo 


1 
| t'e ‘dt, Arctgn‘, n Logn: nt; 
0 


= l : : 
2 “a C-V22-ÿ2...0-V2 


3.7. — Soient (a,),.n €t (b,),.n des suites réelles telles que : 
b, 
VneN a, >0; lim — = {/, (leR). 
n— + a, 


On suppose en outre que la série entière Za,z" a un rayon de convergence infini. 
Montrer qu'il en est de même pour la série entière Z b,z" et que: 


+ + © 
lim b,t" | 5 ar) = | 
t—+ + oo, tER n=0 n=0 
3.8. — Soit (a,),.n une suite réelle convergente de limite a # 0. 


« a, 
a) Trouver le rayon de convergence de la série entière Z —t". 
nzln 


b) O fu) 5 P(t € R). Calculer li fe) 
€ = —— . LAaICUIE a _—_—— | 
ne NE (= 0 


3.9. — Soit (a,),.«n une suite réelle convergente, et a sa limite. 


: is a 
a) Trouver le rayon de convergence de la série entière Z es t”, 
n ! 


+ œ 


b) On pose : f{) = Ÿ LEE R} Calculer lim (e-‘f{t)). 


n=0 t— + oo 


3.10. — Soit Z a, une série réelle convergente, de somme 4. 


® "« # a C LI LA e » 
a) Montrer que les séries entières réelles Z an t'et Z _ t", où c, désigne ÿ u,,ont: 
n! n! 


k=0 
un rayon de convergence infini; on désigne par f et g leurs fonctions sommes. 


b) Établir : f” = g' — g,et: 
VER | f{u)e “du = (g{t) — f{t)k”* 


+ oo 


c) En déduire que | f{u)e”“ du existe et vaut À. 
0 


3.11. — Soit (a,),.\ une suite de réels tels que |a,] < 1. Montrer : 


+ © + tk 
lim | (Sara 0 
n> + oœ 0 k=n k! 
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3.12. — Soit (a,),.\ une suite réelle vérifiant |[a,| < 1. 
+ © a, : 

On pose S(t) = > … t?"*1, Étudier l'intégrale 
n=0 A: 


ftx) = | e-*? S(t) dt 
0 


3.13. — Développer en série entière les fonctions de variable réelle qui à t associent 
respectivement : 


| Log (1 + t): {t + /1+82Y, (keR); 


1—2tcha +t2 1 +r2 


Log /1 —2tcha+t?, (a > 0) 


1 
Argth Ê + c) (Arc sin t}; Log (1 +1 +t?); exp (a Argsht) 


sin 4t 


(1 + t2)”2 cos (a Arctgt); - 
sin t 


1 —t A 
Arc tg (— tg 2) (aecae |- 7 "h) 


3.14. — a) Convergences simple et uniforme de la suite de fonctions (f,),.\ avec : 


ft) =(1—-at)(1 — at)...(1 —- at); (ae N donné, la| < 1) 


b) On pose lim Jj,(t) = f{t). Développer f en série entière, et trouver le rayon de 
n— + 
convergence. 


3.15. — a) Développer en série entière la fonction de variable réelle 


"2 Arc tg(t sin 
Ted | SIN 
x sin u 


b) Retrouver le résultat en calculant f”(t). 


3.16. — La fonction f définie par : f(t) = e ‘"sir > O,f(t) = Osit < Oest de classe 
C®, mais n’est pas développable en série entière. 


3.17. — Peut-on prolonger à R* la fonction f définie sur R, par f{t) = ch VA de 
façon à obtenir une fonction développable en série entière ? 


*% cos (t — 
3.18. — Soit f: R— R,: | Tu 

î u 
Quel est son ensemble de définition ? Est-elle développable en série entière ? 
3.19. — Soit f:[— a, a] — R,(a > 0), une application de classe C®, telle que f > 0, 


et f(2 > 0 pour tout ke N*. Montrer que f est développable en série entière. 
(On appliquera la formule de Taylor, avec reste intégral, à g définie par 


g(x) = f(x) + f(— x). 
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3.20. — a) Soitf:[0, a] —+ R, (a > 0), une application de classe C® telle que f > Det 
f"® > 0 pour tout k e R*. Montrer que f coïncide sur [0, a[ avec la somme de sa série de 
Mac-Laurin. 


b) Montrer que tr tg t est développable en série entière sur ]— x/2, x/2[. 


3.21. — Soit Z a,f" une série entière de la variable réelle de rayon de convergence R, 
dont la fonction somme est notée À. Étant donné re ]0, R[, montrer qu'il existe deux 
réels positifs k et M tels que : 


Vte[-—r,r] VneN |A") < Mk'n! 


On pourra poser M = sup {a,r”"|, avec r < r < R. 

3.22. — Soit f une fonction de la variable réelle à valeurs complexes, indéfiniment 
dérivable sur un voisinage de 0. On suppose qu’il existe r > 0, et deux réels k et M tels 
que : 


Vrte[ —r,r] VneN |f") < Mk'n! 


Montrer que f est développable en série entière à l’origine. 


3.23. — Soit a, le nombre des couples (x, y) e N°? tels que x + 5y = n, (ne N). 
1 


Développer la fonction t + 
PE (1 — t)(1 — tS) 


en série entière et en déduire a,. 


3.24. — Pour chacune des séries entières de variable réelle suivantes, trouver le rayon 
de convergence et donner une expression aussi simple que possible de la somme : 


r" [" nt" Fe 2 pin 
RE PR on PRET 
n>11+2+::":+n 23 n(n — 1}(n — 2) n>2 {2 — ] (2n) ! 
Ce SCDT. CD DRE 
(Q2n + 1)(2n + 3)’ (2n + 1)! (2n + 1X2n + 2) 3.5...(2n + 1) 


1 1 
£ (+++) E (ch1+:::+chn}f"; 
n>l n 


n > 


t" sin na t" sin n@ 


, 
n>l n ! n>l n 


3.25. — Utiliser des séries entières pour obtenir des valeurs simples de 


+ © 1 + (— 1)" | > ( 1 1 2 ) 


ra ; + Re 
n=an(n + 1)(2n + 1) ui 2 3n+1 3n+2 3n+3 


v, t 


: u, t" | 
3.26. — Rayon de convergence et somme des sériesentières Z = et Z ——, où les 
n : 


n! 
suites (u,),.n €t (v,).en Sont déterminées par : u, et v, Sont donnés; u,,, = u, + 2v,; 
Vis = Un + Un 

+ © n 


327. — Montrer que f,(t) = Ÿÿ Ar 
n=0 , 


polynôme de degré k. Exprimer P, au moyen de P,_.. 


(ke N°), est de la forme P, (t}e', où P, est un 
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3.28. — Donner, sous forme de la somme d’une série, la valeur de chacune des 
intégrales : 


+ x a + œo 
| tel — 1) dt ; | e‘ Logt dt, (a > 0), | — dt, (a > 0) 
1 a 


1 


+n 
3.29. — a) Calculer 7, = | sin "u du (n e N). 
L 2n 


LIN et exprimer sa somme au moyen 


b) Étudier la convergence de E (-1) 


d’une intégrale dépendant du paramètre t. 


, RE ! Log u 
3.30. — Établir l'égalité: D ——— = 
0 


du 
Z, (Cn — 1} 1 +2 
3.31. — Résoudre les équations à l’inconnue z € C: 
sin °z + cos° z = 1; sh? z + ch?z + th?z = 1; sin 3z = sin z + 2; 
sinz = —)2; 


cosz=l+i, e=1-—i; tgz+2cotgz=i;  sinz + sin(iz) + sin(j?z) = 0 
3.32. — Résoudre sur C : (ch x — ch y = a) À (x — y = b), ((a, b) e R°). 


3.33. — Montrer que l'équation tg z = kz,(ke R), à l’inconnue z e € a toutes ses 
racines réelles ou imaginaires pures. 


3.34, — On pose : f,(2) = 1 ++ + rec. 
è n : 


Montrer que la suite des fonctions (f,),,.A converge uniformément vers la fonction 
z He’ sur tout disque fermé de centre 0. En déduire que, r € R% étant donné, les zéros (sur 
C) de f, ont tous, pour ñn assez grand, un module supérieur à r. 


3.35. — Soit D une partie connexe de C. On appelle détermination continue du 
logarithme dans D toute application continue @ : D — C telle que : 


VzeD e%% = z 


a) Montrer que s’il existe deux déterminations continues du logarithme dans D, @, et 
@:, alors 6, — @, est une application constante de la forme z + 2ikn, ke Z. 

b) Montrer que si D contient U = {ze C||z] = 1}, alors il n'existe pas de 
détermination continue du logarithme dans D. 


c) Soit D = C\R_. Pour ze D, on pose f{(t) = 1 — t + tz,(te [0, 1]). Montrer que 


1 
) — 
P:z M | ee dt définit une détermination continue du logarithme sur D. 
ÿ JU) + oo n+i 
Montrer que, pour {z| < 1, @(1 + z) = ÿ (— 1) 
= 0 n +i 


d) Déduire de ce qui précède une détermination continue de Arg z.sur C\R.. 
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3.36. — Soit M la matrice : 


à coefficients réels. Calculer la matrice exp (M) (on pourra utiliser 1.12.3.6, 1°). 


3.37. — Calculer les exponentielles des matrices : 


ju 60 —sin | : 1 1 
1 R 
sin 6 cos 6 1 : ER 


a 


3.38. — On considère l'application exp de l’ensemble .# des matrices carrées d’ordre 
n à coefficients complexes dans l’ensemble Z des matrices carrées d'ordre n, inversibles, à 
coefficients complexes. Montrer que exp est une surjection, c’est-à-dire qu’à toute Ne 
on peut associer M e .# telle que exp M = N. On étudiera d’abord le cas où N est une 
matrice triangulaire, à éléments diagonaux égaux, puis celui où N est une matrice 
diagonale de telles matrices (cf. 1.12.3.4, 2°). L'application exp est-elle une injection ? 


SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. 


3.39. — Soit f l'application 2r-périodique de R dans € définie par : 
Vtel-x,nr] f{t) =t 


a) Déterminer la série de Fourier de f, étudier sa convergence. 


+ œo + o 
b) En déduire: — et ————— 
| ATEN 
3.40. — Soit f l'application 2r-périodique et impaire de R dans € définie par : 
Vte[0,zx] f{t) = nt — tr? 


a) Déterminer la série de Fourier de f ; étudier sa convergence et sa somme. 
b) On définit g: R — C par: 


VER gt) =/f();  g(0) = gx) = 0 
Montrer que g est 2r-périodique et impaire. Déterminer sa série de Fourier. 
c) En déduire: 


+ © 1 + &© 1 


À, (2n + 1)° d À (2n + 1)'° 


3.41. — Soit f l'application 2r-périodique de R dans R définie par : 


Vel-rrx] fh=te e 
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a) Déterminer la série de Fourier de f; étudier sa convergence et sa somme. On 
exprimera b,(f) au moyen de : 


1 a A 
RS ni 
(On commencera par calculer b,(f) — b,_,(f)). 
b) En déduire : 
+ Tr 2 
À (. E ;) 
3.42. — Soient ae R* et f: R — C définie par f(t) = ——— 
ch a + cost 


a) Développer f en série de Fourier par le changement de variable z = e“. 


7 cos nt 
b) En déduire | — 
_,cha +ocost 


3.43. — Soient « e R\Z et f: R — €, 2r-périodique, définie par : 
f(x) = 0; Vrte]- "x, r{ f(t) = sin at 


a) Déterminer la série de Fourier de f; étudier sa convergence simple et uniforme. 


b) En dédui S 1) LR 
n déduire — 1) — 


3.44. — Soit f l'application 2r-périodique de R dans € définie par: 
Vte]-n, x] f{t) = 7/12 — r°/4 


a) Déterminer la série de Fourier de f; étudier sa convergence. 


| + © (— D? 
b) En déduire Ÿ = 
n=1 n 


c) Étudier la convergence et la somme de la série obtenue en dérivant terme à terme la 
série de Fourier de f. 


3.45. — On rappelle: 
+ © 2t 


22 


VteR\xZ cotgt = - + TOME 


En déduire, pour tout t tel que O < jt < x: 


ps t? 1 _ 1 
sine = [] (1 - La) et = ÿ 
n=1 


n°r sin?t = -x(t — PR) 


3.46. — Soit l’application f: R —>R t +—|sin* t|. 
a) Déterminer la série de Fourier de f ; étudier sa convergence. 
b) En utilisant la formule de Parseval, montrer : 


256 4608 +" 1 
Œ — + — D ——————— 
45 5 7, (4n2 — 1)/{4n? — 9} 


r? 
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c) Étudier la convergence des séries obtenues à partir de la série de Fourier de f par 
dérivations successives, terme à terme. 


3.47. — Exemple d'application 2r-périodique et continue dont la série de Fourier 
” sin kt 
diverge. — a) On pose S{t,m) = Ÿ , (ER, me N*). Montrer que {S(t, m)| est borné 


k=1 
par un nombre indépendant de t et de m. 


b) On pose : R(t, n) = S(t, 2") sin (2° +1 t). 


| R(t, n) 
Montrer que la série Z 


n>1 nn 
Montrer que f est une application 2x-périodique et continue. 


converge normalement sur R. Soit f sa somme. 


c) Déterminer la série de Fourier de f; montrer qu’elle. diverge au point t = 0. 


3.48. — Convergence en moyenne de Cesaro. — Soit (x,),.N une suite de réels ou de 
complexes. Posons : 


Li | n 
S,= > &, neN, o,=-)5S, neN* 
k=0 nx=0 


On dit que la série Za, converge en moyenne de Cesaro vers S si, et seulement si,la 
suite (o,),.,+ admet la limite S. 


a) Soit fe E, de coefficients de Fourier trigonométriques (a,), (b,). On pose, pour tout 
te R: 


n Î n 
S,(t) = = + Ÿÿ (a. cos kt + b, sin kt}s ot) = - ÿ S;(t) 
n 


k=1 k=0 
Soit t, ER, tel que f(t, —) et ft, +) existent. Montrer : 
sin? (nu/2) 


Î f 
Oulto) = TEE | Cf(to — u) + flto + u)] sin? (u/2) 


b) Montrer que la série de Fourier de f converge en moyenne de Cesaro, au point t,, 
vers 1/2 [f(to — ) + fto + )]. 


c) Soit K un intervalle compact de R en tout point duquel fest continue; montrer que 
la suite des applications t +—0,(t) converge uniformément sur K vers f. 


3.49. — a) Montrer que s1 la série Zu, converge en moyenne de Cesaro vers S, et s’il 
existe AER, tel que: Vn e N° [al < A/n, alors la série Zu, est convergente, de somme S. 


b) Soit f : R — R, 2r-périodique et monotone par morceaux, de coefficients de 
Fourier exponentiels (c,),.,. Montrer (en utilisant éventuellement la seconde formule 
de la moyenne) qu'il existe A R# tel que 


VpeZX{0} lil<A4/1pl 


En déduire qu’en tout point f,€eR, f admet une limite à droite et une limite à 
gauche, que la série de Fourier de f converge au point t, et qu’elle a pour somme 1/2 


Lf(to — ) + flto +)]. 
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3.50. — Produit de convolution. — a) Montrer que l’on définit une loi interne (x) dans 
l’ensemble E des applications 2r-périodiques et localement intégrables de R dans C en 
posant: 


1 2n 
VteR (f x gXt) = Si f(t — u)g(u) du 
27 Jo 


Cette loi est appelée produit de convolution. 
b) Montrer que ce produit est commutatif et associatif. 


c) Que peut-on dire de f x g lorsque fet g sont des fonctions de même parité (resp. de 
parité différente)? 


d) Montrer que les coefficients de Fourier de f, g et f x g sont liés par : 


cf % g) = c{fx,(g), pe; 
2a,(f *% g) = a {fja(g) — b(f)b{g), ne N*; 
2b,(f % g) = a {f)b,(g) + b(fja(g), ne N° 


e) Soit fe E définie par: 
fm) =0; Ve]l-nr nr ft) =t 

Expliciter f x f. En déduire: 
+? cos nt 


Vte[0,7r = — 
(9. x) À n° 4 2 6 


3.51. — On appelle !, l'espace des séries complexes Za, telles que la série Zla,|? soit 
convergente. 


a) Montrer que /, est un C-espace vectoriel et que l’application de /, x !, dans € qui 


+ © 
à Za, et Eb, fait correspondre Ÿ ab, confère à !, une structure d’espa:t hermitien 
n=0 
complet. 
b) On appelle e, la série Za, avec a, = à,,(symbole de Kronecker). Montrer que 
(e,),en est une base hilbertienne de /.. 


c) Soit E un espace hermitien admettant une base hilbertienne dénombrable (e,). 
Montrer que l'application qui à x de E fait correspondre ZE, où (£,) sont les coefficients de 
Fourier de x, est un isomorphisme d’e.v.n. de E sur un sous espace dense de /,. Montrer 
que si E est complet, cet isomorphisme est un isomorphisme de E sur l.. 


4 
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


4.1. INTRODUCTION 


Le lecteur soucieux d'aborder le plus tôt possible 
l'étude des équations différentielles linéaires pourra diffe- 
rer l'étude des sous-chapitres 4.3 et 4.4. 


4.1.1. Position du problème 


1° Dans de nombreux domaines, tant mathématiques que physiques, ou 
autres, on est amené à chercher des fonctions de variable réelle vérifiant des 
relations où interviennent : la variable, que nous noterons t, les valeurs prises au 
point t par cette fonction et certaines de leurs dérivées. 

Ainsi, si on désigne par 7 un espace affine euclidien de dimension 3, 
d'espace vectoriel associé E, un problème classique de mécanique conduit à 
chercher les fonctions p de R vers .Z, définies sur un intervalle 7 de R et vérifiant 

2 


Vtel m (D = f(p(t), t) 


où me R# est une constante, et f une fonction donnée de æ x R vers E. 
En fait nous nous limiterons ici à l’étude des fonctions à valeurs dans un 
espace vectoriel, le cas des espaces affines s’y ramenant naturellement par le choix 
d'une origine. 
2° Équation différentielle d'ordre n. — Soient n un entier naturel non 
nul, E et F deux espaces de Banach ‘. On considère une application g : D — F, 
où D est une partie de R x E"*!, 


DÉFINITIONS. — On dit que l'écriture : 
g{t, y, y, … y®) = 0 (1) 


est une équation différentielle d’ordre #, et on appelle solution de (i) toute 
application o : Z — E, où I est un intervalle (? de R, n fois dérivable sur J et 
vérifiant : 


i) Vrel (rt, (tr), pt), … pr) e D 
ii) Vrel g{t, (et), pt), … pr) = 0 


(?) Dans les chapitres 4 et 5, nous ne considérerons que des K-espaces de Banach dans lesquels 
K = R ou C. 


(2) Tous les intervalles de R envisagés dans les chapitres 4 et 5 sont supposés d'intérieur non 
vide. 
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e L’équation différentielle (1) est dite scalaire lorsque E = K. 


e Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle c’est en déterminer 
toutes les solutions. 


ÉQUATION RÉSOLUE. — Soient D < R x E"etf: D — E. On appelle équation 
« résolue » toute équation différentielle du type : 


V9 = fe y, y, …, y) (2) 
Icigest:{t, xo, … Xx,) nf, xo  X-1) —- x,etF=E. 


REMARQUE. — Les écritures telles que (1}et (2), où t est la variable et y une fonction, sont des abus 
de notations consacrés par la tradition. 

On peut, dans beaucoup de cas, se passer de ces abus de notations en considérant que t désigne 
l'identité de R. 


3° Équation du premier ordre. — Soit gt, y, y’, … y”) = 0 une équation 
différentielle d'ordre n (notations du 2°). On dit qu’elle est du premier ordre 
lorsque n = 1. 
Nous allons montrer que l’on peut toujours, du point de vue théorique, se 
ramener à l’étude d’une équation différentielle du premier ordre. 
À toute application @: 1 — E, n fois dérivable, associons l’application 
D: 1 — E” définie par : 


Vtel  Œ() = (p{), pa, … pt) 


On vérifie que @ > ® est une application injective de l’ensemble des 
applications n fois dérivables de I dans E dans l’ensemble des applications 
dérivables de 7 dans E”. 

Considérons d’autre part la fonction G de R x E” x E" vers E""' x F 
qui à (f,X1,..., X V1, - .-, Y,) fait Correspondre : 


(x2 Vis X3 — Ya. Xy — Jus g(t, x1, ss Xy Yh)) 


On constate alors que @ : 1 — E est une solution de (1) si, et seulement si @ 
vérifie : 
Vtel G{r, (rt), ®D(t)) = 0 


ou encore si, et seulement si est solution de l'équation différentielle du premier 
ordre : 
G(t, Y, Y’})=0 (3} 


REMARQUES. — a) Si (1) est « résolue », (3) l'est aussi. 
b) L'injectivité de @ - ® sera utilisée dans les problèmes d'unicité de solution. 


4 Équation du premier ordre résolue. — L'étude théorique qui va suivre 
portera sur l'équation différentielle du premier ordre résolue : 


y = JE, y) (4) 


où f est une application d’une partie D de R x E dans l’espace de Banach E. 
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Il nous arrivera souvent d’adopter D = J x U, où J est un intervalle de 
R et U une partie de E. 


Nous supposerons toujours f continue. 
PROPOSITION. — f étant continue, toute solution de (4) est de classe C!. Si de 
plus D est ouvert et f de classe C?, alors toute solution de (4) est de classe C?*. 
— Toute solution @ : I — E de (4) est dérivable et vérifie : 
Vrel @{t) = f{( p(t) 
o et f sont contmues, ce qui montre que ’ est continue. C] 


— On suppose D ouvert et f de classe CP, (p > 1). w est déjà de classe C!. 
Si on suppose p de classe C“(k < p), alors y’ est de classe C*, et donc æ est de 
classe C“*!. Par récurrence, w est de classe C?*!. M 


REMARQUES. — a) Soit @ une solution de y" = f(r, y, y’, ..., yÿ"-)) Si f est continue, 
est de classe C”; si f est de classse C? sur un ouvert, y est de classe C"*Ÿ?. 


b) La proposition (resp. la remarque a)) s'étend au cas où p = + co, avec alors p + 1 = + 
(resp. p + n = + oc). 


5” Changement de variable ou d’'inconnue. — Soient J un intervalle de R, U 
une partie de E, D = J x U,f: D — E une application continue. Étudions 
l'équation différentielle : 


y = ft, y) (4) 


a) Soient J, un intervalle de R et 8 : J, — R une application de classe C!, 
telle que 8(J,) = J. 


— Considérons une solution y : I! — E de (4), équation que nous noterons 


. .d | — 
ICI _ = f(t, y), pour éviter toute ambiguïté. Nous avons : 
Vrel (1) = f{, p(t) 


Ainsi sur tout intervalle 1, inclus dans 67 ! (1) (qui n’est pas d'intérieur vide 
puisque 3 est continue), nous avons : 


Vuel, {O(u)) = f(O(u), p(O(u))) 
d’où, en posant ÿ = @°8 


Vuel, Yu) = 9'(u)f(6(u), ÿ(u)) 


Ainsi, \ÿ est solution définie sur /, de: 


dy EL ; 
7 0"(u)f(O(u), y) (4') 
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On dit que (4) est l'équation différentielle déduite de (4) par le changement 
de variable rt = O(u). 

— Supposons ici que 8 soit un C'-difféomorphisme de J', sur J. Alors pour 
tout u e J,,6’(u) # 0,et, pour tout intervalle 1=J,9"(l)estunintervalle 1,€J.. 
Nous constatons dans ce cas que toute solution \ de (4) sur un intervalle 1, € J, 
fournit une solution @ = Ÿ © 87? de(4)(en notant abusivement 87! = (0]7,)"!). 

b) Nous supposons ici U ouvert. Soit ® un C!-difféomorphisme de U surun 
ouvert V de l’espace de Banach F. 

— Soit @: 1 — E une solution de y’ = f(t, y). Posons Y = © c 6. On a: 

\P'(t) = d@(y(t)). p(t), et Ÿ est solution de l’équation différentielle : 


z° = Ft, 2) 
avec : 


F(t, z) = d@(@""(2)}.f(r 67 *(2) 


— Inversement, en utilisant dO(y)e Isom(E, F) pour tout yeU, on 
constate que toute solution Y: ! > F de z° = F(t,z) fournit la solution 
po = ©"! 0° de y = f(t, y). 

c) Il est possible, naturellement, d’effectuer simultanément un changement 
de variable et d’inconnue. 


EXEMPLE. — Considérons l'équation différentielle : 


2y? +1? 


CR 


ty 
avec (t, y) e (R*})°. - 
En posant u = t? et z = y’ (ii 8:u +, /u et © : y y?) on obtient : 


dz 2z+u 


du u 


qui est une équation linéaire (cf. chapitre S). 


6° Courbes intégrales. — Soient @ : I — E une solution (de classe C! au 
moins) de léquation (4) du 4°, et : 


1, = {(4 p())ER x Eltel} 


Nous dirons indifféremment que I, est le graphe de ou la courbe intégrale 
associé à O. 


Le second vocable s'explique par le fait que, si dim E = n, neN", et si I est ouvert, alors I, 
est une courbe (au sens des sous-varietés étudiées au sous-chapitre 3.3 du tome V) de R x E muni 
d'une structure d'espace affine. 

En effet I, est le support du C'-arc paramétré (1, t ++ (t, p(t)) qui est cartésien relativement 
à tout repère (0; (£o, …, €,)) de R x E obtenu à partir du repère (0; 1) de R et d’un repère (0; 
(e,, …, e,)) de E par O = (0, 0.) et (1.9.2.2, 7°) : 


€o a (1, 0) et Ex _— (0, e;) pour tout k — N,. 
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4.1.2 Problèmes d’unicité 


1° Étude d'un exemple. — Considérons l'équation du premier ordre : 
Pi 
où ae R. Ici nous prenons D = R x R* et E =R. 


Il s'agit de chercher les applications dérivables @: [MR vérifiant les deux 


conditions : 
(2) Vtel (1) > 0; (3) Vrel (1) = [y] 


a) Supposons d’abord x # 1. La condition (3) s'écrit, compte tenu de (2): 


d | 
Vtel — {p({)' "|=1 
dll - « 
soit encore : 


| 
ICER Vtel — (pt) =1+cC 
1 — o 
Il en résulte nécessairement : 


1 
( — at +C)>0 et  g(t) = [(1 — x)(t + Che. 


On obtient ainsi toutes les solutions en choisissant arbitrairement d'abord CER, puis 
[Se ]-C, + x [ou € ] — æ, — C[ suivant que à < 1 ou à > 1, et enfin en écrivant: 


1 
Vtel ot) = [(1 — œj(t + C)l'-e. 


b) Le lecteur vérifiera que, dans le cas & = 1, on obtient toutes les solutions en choisissant 
arbitrairement Ce R et en considérant les restrictions à tous les intervalles Z CR de l'application 
t met, Notons que, dans ce cas « = 1, nous pourrions prendre D = R x R, ce qui nous 
conduirait aux solutions t = Àe', avec À € R (cf. chap. S). 


2° Problème de Cauchy. — En mécanique, lorsqu'on détermine un mou- 
vement, on dispose non seulement d’une équation différentielle mais encore de 
« conditions initiales ». On obtient alors, en général, une et une seule solution du 
problème posé. 

Cela nous conduit, dans l'étude de l’équation d'ordre n : 


g(t, ÿ, y, es y) = 0, 
à rechercher des solutions @ qui vérifient la condition imposée: 
Plto) = Yo Po) = Ya... PT (to) = Yu-i (1) 


OÙ (Los Yo» V1 - : > Yhn-1)ER X E"est donné. 
C’est ce que l’on appelle le problème de Cauchy relatif à l'équation considérée 
et aux conditions initiales (1) ou — en abrégé — au n-uple (t4, Yo, Yi» : - + Yn-1). 
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EXEMPLE. — Reprenons l’exemple du 1° et donnons nous (£,, yo) ER x R*. 
Cherchons les solutions du problème de Cauchy relatives à (t,, yo). 
— Pour à # 1, il s’agit des restrictions de l’unique fonction 
1 
LH — ft — to) + yo “17. 


à tout intervalle contenant t, et inclus dans ]t,, + 00 [ si œ < 1, dans ] — æ,t, [six > 1,oùt, 
désigne t, + yh”"/{@ — 1). 
— Pour à = 1, on trouve de même les restrictions de t ++yçe'" "0. 


Résumons les résultats sur les figures 3, 4 et 5, en nous limitant au cas ae R*. 


FIG. 3. 


REMARQUES. — a) Reprenons les notations du d4.1.1,3° et, pour 
(£o, Yos Y15 + : :» Yn-1)ER X E” donné, posons Y, = (yo, Y1, -.., y, -.). Chercher 
@ vérifiant to) = Yo ...,P" (to) =Yy,-, revient à chercher ® telle que 
P(to) = Y- Nous sommes donc ramenés au problème de Cauchy pour 
l'équation du premier ordre G{t, Y, Y’)= 0, et le caractère injectif de p —® 
nous permet d'affirmer que le nombre de solutions sera le même. 


b) Le problème de Cauchy ne peut avoir de solution que si l’équation 


g(tos Yo» Yi CE Va- 1 n) nn 0, 


d'inconnue n € E a elle-même des solutions. 

Ainsi dans le cas de l’équation « résolue » y’ = f(t, y),avecf: D — E, nous 
choisissons (t,, yo) € D. Notons qu’alors les solutions éventuelles auront toutes la 
même dérivée au point to. 
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4.1.2 


— = — 4 — == == = = — 


œ >1 


t: 


F1G. 4. 


FIG. S. 
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Plus généralement, soit n, € E tel que g{to, Yo: Yi» - - +, Yn- 1: No) = 0. Supposons que sont 
réalisées les hypothèses permettant d’appliquer le théorème des fonctions implicites (111.8.5.2, 1°). II 
existe alors un voisinage U de (t4. Yo, ..., Y,-1) Un Voisinage V de n, et une application continue 
h: U — Vtelle que: 


VE, neU x V gf,n) = 0  n = h() 


Soit alors Y : Î +-E une solution du problème de Cauchy vérifiant de plus @"”(t,) = no. Sion 


suppose en outre que est de classe C”, il existe, par continuité, un intervalle J, voisinage de t,, tel 
que : 


VreJ (tr, (t), pr), ..., pt") g(theU x 
et donc : 


Vies @() = hfeq(t), gr), .... p" °()] 


On voit ainsi que, du point de vue théorique, on a pu, moyennant quelques hypothèses de 
régularité sur g et sur les solutions (peu restreignantes dans la pratique) ramener localement la 
résolution de g(r, y, y, ..., y") =[0 à celle d'équations « résolues » (en nombre égal à celui des 
solutions de g{to, Yys : : +» Yn- 19 N) = 0). 

Notons cependant qu’échappent à cette théorie les solutions @ qui vérifieraient simultanément : 

Po) = Nos Jos Vos : - + No) = 0,  d,429(Lo Vos - - +; No) € Isom (E, F). 


I! en est ainsi en particulier des solutions  : 1 — E qui vériñent : 


Vrel On+29(E, o(e), ... pt) £ Isom (E, F) 


et que l’on appelle solutions singulières. 

Nous n'approfondirons pas davantage la théorie des équations différentielles non résolues, nous 
réservant cependant d'étendre aux équations non résolues certaines des définitions données dans le 
cadre des équations résolues, et de traiter quelques exemples. 


3° .PROPOSITION. — Soient y’ = f(t, y) une équation « résolue », où f: D — E 
est continue, et (t,, Vo) € D. Soit un intervalle contenant t;. Alors une application 
continue 6: {À — E est solution du problème de Cauchy relatif à l’équation 
y = f{t, y) et à la condition initiale o(t,) = y, si, et seulement si : 


i) Vtel (to(t)eD 


ii) VteT  Œ() = yo + | f{u, q(u)) du 


— Sivpest une solution de y’ = f{(t, y), on sait qu’elle est de classe C”, et donc 


@(t) = (to) + | o'(u) du, 
d’où 11); 1) est acquise par définition. ù 


— Réciproquement, supposons que i) et u) sont vérifiées. Notons que 
l'existence de l’intégrale résulte de 1) et de la continuité de w et f. Cette même 
continuité montre, d’après ii), que @ est dérivable et que: 


p{r) = f(E, EL) 


Enfin la condition w{t,) = y, est vérifiée de manière évidente. CO 
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4° Unicité. — Nous constatons dans l’exemple ci-dessus qu'il y a une 
infinité de solutions du problème de Cauchy (de par le choix de 1), mais que 
cependant celles-ci sont des restrictions d’une même fonction. Nous sommes 
ainsi conduits à poser : 


DÉFINITION L. — Soient y = f(t, y) une équation différentielle, où f: D — E, 
et (to, yo) € D. On dit qu'il y a unicité pour le problème de Cauchy en (£,, yo) si,et 
seulement s’il a des solutions, et si, pour toutes solutions o: 1 —æ E et ÿ: JE 
du problème de Cauchy, les restrictions de @ et ÿ à 1 n J coïncident. 


Dans certains cas, nous aurons besoin d’une définition plus large de 
l’unicité, à savoir : 


DÉFINITION II. — Dans les mêmes conditions, on dit qu’il y a unicité locale 
pour le problème de Cauchy en (t,, yo) siset seulement s’il a des solutions et si, pour 
toutes solutions o : ? — E et \ : J —> E du problème de Cauchy, il existe un 
voisinage PV de t, tel que @ et Ÿ coïncident sur! nn Jn Fr 


DÉFINITION LIL. — On dit qu’une solution o: 7 — E d’une équation différen- 
tielle est maximale siet seulement si pour toute solution ÿ: J — E telle que 1<J et 
V1 = , on a J = I (et donc p = \). 


On constate sur les figures du 2° que les solutions maximales existent et sont définies 
respectivement sui ]r,, + oo[, ]— oc, t,[ et R. 


DÉFINITION IV. — Les courbes intégrales associées aux solutions maximales 
d’une équation différentielle y — f(t, y) sont dites maximales (la maximalité 
s'entend au sens de l'inclusion dans P(R x E)). 


GÉNÉRALISATION. — Considérant deux espaces de Banach E et F, ainsi qu’une application g 
d'une partie DdeR x E? dans F, nous étendrons les définitions I, Il et [II en remplaçant la première 
phrase de la définition | par: 


Soient g(t, y, y} = Oune équation différentielle, où y: D — E,et(t,, y,)€ R x E ; on suppose que 
(to, Jo) appartient à la projection de D sur R x E et que l'équation gt, yo. n) = 0 a des solutions... 


— Dans ces conditions, soit n, une solution de g(to, Yo, n} = ©. Plaçons-nous dans le cas où les 
hypothèses de la remarque b) du 2” sont remplies ; nous savons que la recherche des solutions au 
problème de Cauchy en (t,, yo) pour g{t, y, y) = 0, qui sont de classe C'! et vérifient (to) = No 
équivaut à la recherche des solutions au problème de Cauchy en (t4, y,) pour une équation résolue 
y’ = h{t, y);en général (et ce sera le cas si g et donc h est de classe C') il y aura unicité pour ce dernier 
problème. 

— Si glto Yo; 1) = 0 admet p solutions, il pourra donc arriver que g({t, y, y’) = 0 admette 
p solutions au problème de Cauchy en (£,, yo), chacune d'elles étant localement unique ; nous ne 
détaillerons pas davantage cette notion de nombre de « solutions » (elle exigerait l'introduction de la 
notion de germes de fonctions qui dépasserait le cadre de ce cours). 

— Le plus souvent, il nous arrivera de traiter le problème de Cauchy en (t,, yo) pour 
g{t, y, y) = 0 sans utiliser le théorème des fonctions implicites car, par un calcul direct, nous aurons 


pu déterminer toutes les solutions de l'équation différentielle et donc, en particulier, celles qui 
vérifient @(to) = Yo: 
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EXEMPLE. — Considérons l'équation yy =1t, avec (t,y)eR x R,, et choisissons 
d 
(to; Yo) = (0,0). Toute solution @ devra vérifier Co?(t)] = 2, d'où (1) = 1? +C. Comme 
t 
p(0) = 0 et @ > O, il vient (tr) = Jf|. On constate que : 


£ 
t Hi] est solution maximale sur [0, + «of; 
t [4 est solution maximale sur ]— ©, 0]. 


On vérifie également qu'il y a unicité pour le problème de Cauchy en (0, O). 
Notons cependant : 


THÉORÈME. — Soit y = f(t, y), avec f continue, une équation résolue. Pour 
qu’il y ait unicité pour le problème de Cauchy en(t,, yo), il faut et il suffit qu’il existe 
une solution maximale et une seule, ®, vérifiant D(1,) = y,. Toutes les solutions du 
problème de Cauchy en (£,, y.) s’obtiennent alors par restrictions de ®. 


— la condition est nécessaire. Nous supposons qu’il y a unicité pour le 
problème de Cauchy et, par une indexation arbitraire, nous notons (w,).., la 
famille de toutes les solutions de ce problème, (p,: I, — E). 

On a: 

Via Be A4? Vrel nl, ot) = ppt) 


On peut définir D: 1 + E, où I = Ü I,, telle que, pour tout € À, la 


GE A 
restriction de ® à 1, soit p.. Le lecteur vérifiera que ® est continue sur I et 
dérivable sur 1\{t,}. (® pourrait a priori ne pas être dérivable en t, si les Z, 
admettaient tous t, pour borne). D’autre part : 


Vtel\{to} D) = f(, D()) 


D'après la continuité de f et de D: Jim (ft) = f(to, Yo). On en déduit 


l—tot#to 

l'existence de D’(1,), et l'égalité D'(£,) = f(to, Yo). 
Ainsi, ® est une solution manifestement maximale vérifiant O(t,) = yo, et 
toute solution du problème de Cauchy en (t,, yo) s'obtient par restriction de ®D. 
Donc si W est une autre solution maximale, c'est une restriction de D et b=Y. [] 


— La condition est suffisante. Nous l’admettrons, la démonstration faisant 
appel au théorème de Zorn, hors programme. 


EXEMPLE. — a) Reprenons l'exemple y’ = y". Nous avons posé:t, = to + 


| 
yo ‘(x # 1). 
a — À 


11 y a unicité pour le problème de Cauchy. La solution maximale (unique) est définie sur ]r,, + oo si 
à& < 1,sur ]— wo, t,[sia > 1,surRsia= I. 

b) Dans l'exemple yy’ = ft, au point (0, O), il y avait deux solutions maximales bien qu'il y ait 
unicité pour le problème de Cauchy. Nous constatons que l'équation ne peut pas se mettre sous forme 
résolue, même localement, à cause de y, = 0. 


5° Terminons par l'étude d’un cas où il n’y a pas unicité, Nous reprenons l'équation y’ = y°,avec 
cette fois ae R# et D=RXxR.. 

— Notons que l'application nulle d’un intervalle quelconque de R dans R est solution. 

— Soit: 1 — R une solution non nulle. Soit t, e R tel que @(t,) # 0. Par continuité, il existe 
ne R' tel que 


Vteto -n, to+nL (4) # 0 
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La restriction de @ à ]t, — n, to + nl est donc une des solutions trouvées au 2° 
— On aura toutes les solutions en « raccordant » éventuellement les solutions trouvées au 2° aux 
fonctions nulles, (le lecteur aura intérêt à s’aider d’une figure). Ainsi: 


Cas à > 1. On ne peut faire aucun raccordement. On retrouve les mêmes solutions, plus les 
fonctions nulles. Il y a unicité pour le problème de Cauchy en tout point. Les solutions maximales 


sont : 
1 


t Û(L — ot — 14) + y] -« (te ]— oo, ff) pour YER#, œ> ll; 
t 0 (te R) pour Yo =0, «œ>l; 
t Hype! lo ((e R) pour YER,, à = I. 


Cas & < 1. — Les solutions trouvées au 2° peuvent être prolongées par 0 pour t < t,. On 
constate qu’il y a toujours unicité si (t,, yo) € R x R*, mais qu'il y a une infinité de solutions 
maximales si y, = 0. Il n'y a plus unicité (même locale). 


REMARQUE. — Nous rencontrerons au 5.3./, 2° un exemple où il y a unicité locale, sans qu’il y ait 
unicité. 
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4.2. LE THÉORÈME DE CAUCHY LIPSCHITZ 


4.2.1. Résolution sur un cylindre de sécurité 
Dans ce paragraphe nous considérons l’équation différentielle : 


y = f(t y) (1) 


où f: J x U — E est continue, J étant un intervalle de R, et U un ouvert de 
l’espace de Banach E. 


1° DÉFINITION. — On appelle cylindre de sécurité en (t,, y,)E€ J x U tout 
couple (7, B), où 1 est un intervalle vérifiant {t,}<c1<J et B une partie de U, 
appartenant à l’un des deux types suivants : 

i) Z est un intervalle compact [a, b] et B = E (ce qui nécessite U = E); 


il) / est un intervalle borné, B une boule fermée B (y, r), (r > 0), et il existe 
M Ee R* tel que: 


r 
vVtel E—tHl< et Vt,y)el x B  {|f(t, y} < M 


2° THÉORÈME. — Soit (7, B) un cylindre de sécurité en (t,, yo). Si f est 
k-lipschitzienne en y sur 7? x B, il existe une solution unique de (1), 6 : ! — E, telle 
que (1) € B et to) = Yo 


— L'hypothèse sur f se traduit par: 
Vtel Vy,z)jeB* If, y) — f(t, 2)l < kly — zil 


Nous utiliserons la proposition du 4.1.2, 3°. 

— Soit & l’ensemble des applications continues @: 1 — E vérifiant (1) SB. 
Comme on a : I compact ou B borné, ces applications sont bornées. On peut 
donc munir & de la distance d de la convergence uniforme. 

Montrons que(#, d) est complet. Soit (4,),.\ une suite de Cauchy d'éléments 
de (6, d): c’est une suite d’applications de I dans E vérifiant le critère de 
Cauchy uniforme et donc — puisque E est complet — convergeant uniformé- 
ment vers une application de I dans E que nous notons y; les x, étant continues, x 


l'est aussi. B étant fermé, pour toutte1,#(t) = lim %,(t) est un point de B; 
n—+ + 


d'où x{(1) © B, et donc x eë. Enfin la convergence uniforme de la suite (4,),.n 
vers % traduit la convergence de la suite dans (6, d). 

— Pour tout pe &, désignons par ®() l'application de I dans E définie 
par : 


Vter  ®()(t) = yo + | J{u, o(u)) du, 


to 


les hypothèses sur @ assurant l’existence de l'intégrale. 
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Montrons : O(@)e 6. D() est visiblement une application continue. Si 
(1, B) est du type 1), on a bien ®(@)Ee €. Supposons (J, B) du type 1) : 


Vtel  IP()() — yoll = <MIE— to] <r, 


| Ju, q{u)) du 


et donc D(œ)(t) € B. 

Aïnsi ® est une application de & dans lui-même. 

— En utilisant la proposition du 4.1.2, 3°, nous sommes ramenés à 
démontrer l’existence et l’unicité de w € & telle que D(p) = p. 6 étant complet, 
nous allons chercher à appliquer le théorème du point fixe. 


Dans ce qui suit, nous désignerons par / la longueur de l'intervalle I. 
Soient (p, We é/ettel. Nous avons: 


LG, PO) — JA, YO) < kllpt) — YEII < kd(p, ) 
et, par intégration : 
d(Œ(p), D(Y)) < kÏ d (p, 1). 


S'il n’y a donc aucune raison pour que ® soit contractante, nous allons voir 
que cependant le III.2.4.3, 2° s'applique. Pour tout n e N, posons : p, = "(pet 
ÿ, = D"(Y). 

Le calcul précédent conduit à : 

VteT pt) — W,(N < k d{(g, Yi — tol 
et, par intégration: 


2 to)” 
Vtel [lp() — Y,() < k° (y, D 
Par récurrence, on obtient, pour tout ne N* : 
À lt — tol” 
Vtel Ip.) — W,(] < k” d(, W) _ 
et donc : ( IL 
d(,, Ÿ,) < d(y, Ÿ) 
LU — ET 
Comme lim — 0, ilen résulte que, pour g suffisamment grand, l'itérée 
n+to nn! 
®1 est contractante. 0 


REMARQUE. — Rappelons que la solution @ de D(@) = w s'obtient, en choisissant wp, € & 


arbitraire, par @ = lim ®"(@). Cette limite est uniforme. 


n+ + 


4.2.2. Théorème de Cauchy-Lipschitz 


1° THÉORÈME. — Soient E un espace de Banach, D un ouvert de R x E, et f : 
D — E une application continue, localement lipschitzienne en la deuxième 
variable. ‘Alors pour tout (t,, y,)e D, il existe un intervalle Z voisinage de t, et 
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une application o : Z — E solution de y = f{(t, y) vérifiant (t,) = yo. I y a 
unicité pour le problème de Cauchy en (t,, yo). Il existe une et une seule solution 
maximale ® vérifiant ®(t,) = yo; elle est définie sur un intervalle ouvert. Les 
courbes intégrales maximales constituent une partition de D. 


— Existence. — On peut trouver un voisinage 1, x B, de {t,, yo) inclus 
dans D, tel que f soit k-lipschitzienne en y sur 1, x B,. La continuité de f en 
(Los Yo) permet de trouver un autre voisinage 1, x B, de (£,, yo), inclus dans 
I, x B,, dans lequel f est majorée. On peut même prendre pour B, une boule 


fermée de centre y, et de rayon r > 0. On pose alors M = sup  {|f{(t, y)||. 
«,»)el,xB, 


Enfin on peut toujours trouver un intervalle 121, voisinage de t,, et vérifiant : 
Vtel t—-t,] < r/M. 

Ainsi construit, (1,B,) est un cylindre de sécurité Comme 
[I x B,C I, x B,,fest k-lipschitzienne en y sur I x B,. D'où l’existence d’une 
solution au problème de Cauchy en (t,, yo), définie sur l'intervalle 1, voisinage de 
lé 

On sait même que cette solution est unique si on impose (1) € B,. [] 

— Unicité. — En se ramenant à des restrictions, 1l suffit de prouver que si @ 
et ÿ sont deux solutions définies sur un même intervalle 1 contenant t,, et si 
Po) = Yo), alors p = Ÿ. 

Considérons, sous ces hypothèses, 4 = {te Ilg(r) = W{t)}}. D’après 
111.2.2.4, 1°, c’est un fermé de J (y et ÿ sont continues); ilest non vide(t, € À), 1 
étant connexe, le résultat sera acquis si nous montrons que À est un ouvert de I. 

Soit c un point quelconque de À ; posons œ({c) = WY{c) = y. On peut 
construire comme ci-dessus un cylindre de sécurité (7;, B) en (c, y) dans lequel f 
est k-lipschitzienne, en choisissant 7, voisinage de c relativement à Z. @ et \ étant 
continues, on peut même choisir 1, assez petit pour que @(/;) < Bet W(1,) € B, 
ce qui entraîne que les restrictions de @ et \ à 1, sont confondues. Par suite : 
Le A; 0 


— Solution maximale. — À ce stade, le théorème du 4.1.2, 4° nous garantit 
l'existence d’une unique solution maximale ® : Z — E vérifiant ®(t,) = yo. 

Si ? admettait un plus grand élément beR, on aurait (b, O(b))eD, il 
existerait une solution @ définie sur un intervalle ouvert V contenant b et 
vérifiant @(b) = D(b). En posant : 


D(t)=D(t) pour tel; 
®(t) = o(t) pour teV et t1>b 
On obtiendrait une solution ® définie sur un intervalle contenant strictement 
I et prenant la valeur y, au point t,, en contradiction avec la maximalité de ®. 
De même, I ne peut admettre un plus petit élément aeR. 0 
COMPLÉMENT. — 1 = ]a, b[ étant acquis, supposons que bEeR et qu'il existe B = lim : ®(t), 
1Dt< 


avecc PER. Alors le point (b, B) appartient à la frontière de D. 
S'il n’en était pas ainsi, on aurait (b, f)e D, on pourrait prolonger par continuité ® en Y': 
Ja, b] — E en convenant que Y(b) = B, déduire de ®’(r) = f{t, D(t)) et de la continuité de f que 
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Y admet f(b, B) pour dérivée en b, et donc que Y est une solution de y’ = f(t, y) qui prolonge la 
solution maximale ®; contradiction. Œ 
On raisonne de la même façon lorsque ae R. 


REMARQUE. — On peut remplacer l’ouvert D par J x U, où J est un 
intervalle quelconque de R, et U un ouvert de E. Il suffit de remplacer alors, 
dans le théorème comme dans la démonstration, les voisinages de t, par des 
voisinages de t, relativement à la topologie de J. 


e Cas particulier. — Soit f : D — E continue, telle que à, f existe et soit 
continue; 0, f est ainsi bornée au voisinage de chaque point, et d’après le 
théorème des accroissements finis (IIL.8.1.3, 1°) f est localement lipschitzienne 
en la deuxième variable. En particulier : 


Le théorème de Cauchy-Lipschitz s’applique dès que f est de classe C! sur 
l’ouvert D. 


2° Extensions du théorème. — a) Considérons l’équation d’ordre n résolue : 


LEE CAN PS ETS Ai) (Z) 


On sait qu’elle se ramène à l'équation du premier ordre : 
Y’= F{t, Ÿ) 


en posant Y = (Yo 0 Yn-1) e E"et F(E, ’ _ (1 ere Yn- 19 (8, Yo» : : cn Yn-1)). 
En munissant E” de l’une des trois normes classiques sur un espace produit, on 
vérifie aisément que F est lipschitzienne (resp. localement lipchitzienne) en la 
deuxième variable si et seulement si f l’est en le n-uplet des n dernières 
variables (1), 


Nous retiendrons en particulier que le théorème de Cauchy-Lipschitz 
s’applique à Péquation (Z) dès que f est de classe C’ sur un ouvert D de R x E". 


b) Considérons l’équation : 
gt, y, y) = 0 


où g est de classe C! sur un ouvert D de R x E?. Soit (to, Yo) ER x E tel que 
l'équation g{to, Yo; N) = 0 admette des solutions, et soit n, l’une d'elles. Si 
C39(tos Yo No) € Isom (E, F), alors, par application du théorème des fonctions 
implicites, on peut ramener l'équation à une équation résolue y” = h(t, y), avec h 
de classe C!, (à condition de ne chercher que des solutions de classe C!). 

Sous ces conditions, il n’y aura donc, au voisinage de t,, qu’une solution 
vérifiant (to) = Yo et P'(to) = No, et cette solution est de classe C?, d’après 
4.1.1, 4°. 

Le lecteur étudiera de même g{t, y, y, ..., y") = 0. 


() Le rapport n’est pas forcément le même, sauf si k > 1. 
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REMARQUE. — En tant que théorème d'existence, le théorème de Cauchy-Lipschitz est un 
théorème local. Par contre le résultat de 4.2.1, 2° avait un caractère global. 

Étudions, par exemple, y = y? au point (t,, yo) = (0, 1). Cherchons un cylindre de sécurité en 
(0, 1} du type ii) car y y? est lipschitzienne sur toute partie bornée de R. Il faut trouver ret M tels 
que |t| <r/Met|y — 1} < r impliquent y? < M. En écrivant [y] < r + 1,il vient (r + 1)? < Met 


donc || < 


. Or ——— est maximum pour r = 1. On en déduit le cylindre de sécurité 
(r + 1) (r + 1)? 


| — 7 2 X [0, 2]. On peut affirmer l'existence et l’unicité d'une solution définie sur [ — 1/4, + 1/4], 


à valeurs dans [0, 2]. 
Mais ce procédé ne fournit pas la solution maximale qui est ici t ++ 


sur ]— co, 1[. 


4.3. ÉTUDE D'ÉQUATIONS PARTICULIÈRES 


4.3.1. Intégration des formes différentielles exactes 


1° Rappel. — Soient E un espace de Banach et U un ouvert de E. On appelle 
forme différentielle de degré 1 sur U toute application w: U — E', où E' désigne 
le dual topologique (E, K) de E. C'est ainsi que, si f: U — K est une 
application différentiable, df: U — E’ est une forme différentielle de degré 1. 
Rappelons que E', comme tout espace Z(E, F), est muni de la norme 
ul = up lu(x)|, et que muni de cette norme, E’est complet (K l’est). Cela permet 
XII < 


de parler de la continuité ou de la différentiabilité d’une forme différentielle de 
degré:1. 


DÉFINITION. — Une forme différentielle de degré 1,w: U — E', est dite 
exacte si et seulement s’il existe une application différentiable f : U — K telle que 
wo = df. 


Si U est connexe, et w exacte, les applications f telles que © = df sont 
déterminées à une constante additive près (III.8.1.3, in fine). 


2° Dans tout ce qui suit, nous supposons E — R”; nous avons donc E’ = E*, 
(on se ramène à ce cas dès que E est de dimension finie). 


Notons (dx,, ...,dx,) la base duale de la base canonique de R”. C’est une 
base de E*. Toute forme différentielle de degré 1 s’écrit (III.8.1.5, 4°): 


VxeU a(x) = ÿ a{x)dx; 
i=1 
et, abréviativement : 


O — ÿ a; dx; 


i= 1 
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avec a;: U — R. On a alors: 
VrxeuU Vh ={(h,,...,h)eR" @(x).h = Ÿ a{x}h; 


i=1 


Remarquons que w est continue (resp. de classe C*) sur U si et seulement si 
chaque a; l’est. 


3° Condition pour qu'une forme différentielle de degré 1 soit exacte. 


THÉORÈME I. — Soit © — Ÿ a;dx; une forme différentielle de degré 1, de 
i= 1 


classe C' sur U. Si w est exacte, 


ne 0a; a; 
(i, j) € n ôx; EE ôx, 
| | of . 
Si © = df,.alors pour tout i: a, = et f est de classe C?. L'égalité, 
X; 
pour i # j, résulte du théorème de Schwarz (III.8.2.4, 2°). C] 


THÉORÈME IT (POINCARÉ). — Soient U un ouvert de R”, étoilé par rapport à un 


de ses points, et = ÿ a; dx; une forme différentielle de degré 1, de classe C' sur 


U. Si: ie 
0a; _ da; 


Vi, j) e N2 — = —; 
Œ3) 0x;  Ox; 


alors « est exacte. 


Les parties étoilées d’un espace vectoriel ont été définies au IIE.3.1.1, 6°. 
— Supposons d’abord U étoilé par rapport à 0. On a donc, pour tout x e U 
ette[0,1],txe U. La continuité de « permet de poser: 


1 
VxeU f(x) = | ctx).x dt 
0 
L'application (t, x) @(t, x) = œ{tx).x est manifestement continue sur 
[0, 1] x U, et donc (III.8.1.8, 1°) f est continue sur U. 


D'autre part, de q(f, x) = ÿ x;aitx), on déduit : 


i=1 


Ôp « À Va; 
FALL x) = aj{tx) + FL ee (£x) 


0 : 
On constate que _ est continue sur [0, 1] x U, et on en déduit que f est 
X: 


de classe C! (IIL.8.1.8, 2°) 
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_. Ca,  Oa; 
Enfin, en utilisant 3x. = -——, on remarque : 


x, OX; 
Ô 
: 6, x) = + Crai(tx] 
et donc: 
of : op t=1 
8x, = [ ra t) dt = [ta{tx)],-, = a{x) 
Ainsi f est de classe C? et © = df. O 


Supposons maintenant U étoilé par rapport à x, e U et considérons «, 
définie sur U —,x, = U, par: 


On constate que &, vérifie les hypothèses du théorème, U, étant étoilé par 
rapport à 0. Il existe donc f,: U, — R, différentiable, telle que «w, = df,. En 
posant : 


VxEeU f(x) = fox — Xo) 
on définit f: U — R, différentiable, telle que © = df. O 


2 2 
X 
EXEMPLES. — a) Sur R?, considérons (x, y) = 


dx + dy. Ici w est de classe 
(x + y} (x + y} 
C® sur chacun des ouverts: 


U, = {(x, pe Rx + y > 0}  U, = {(x, y)e R'Ix + y < 0} 


qui sont convexes, donc étoilés par rapport à chacun de leurs points. En notant w = a dx + bdy,on 
a : 
da Ob ) 2xy 
— (x, y) = — (x, y) = 
y ox 


Ce + y} 


Déterminons sur chaque U{i e N,) une application différentiable f, telle que & = d/f. 
2 


On a: … (x, y) = Pour y fixé, cette égalité est vraie pour tout x de ] — %, — y{si 
x 


Ce + y} 
i = 2, de | — y, + œæ[sii = 1. On en tire, en utilisant des primitives : 
= y? 
SX, y) = + PA). 
X +} 


(La «constante » dépend naturellement de y; on l’a notée (y)). 
2 


Pour tout x fixé, p{r) = fx, y) + et donc w;est continue et dérivable {sur }— oo, — x[ 


X+}y 
sii = 2;sur ]— x, + of sii = 1). Ceci étant vrai pour tout x, y; est continue et dérivable sur R. Par 
dérivation on trouve: 
: Ôf, y? + 2xy 
VyeR PA y) = — (x, y) + FETE 1. 
Ôy (x + }) 
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Finalement, il vient : 


fx, ») = 


+ k,, k;eR (ieN.) 
X + y 


REMARQUE. — west exacte sur U = U, LU U,, bien que U ne soit étoilé par rapport à aucun de 
ses points. Notons également que si wo = dfsur U, f n’est pas définie à une constante additive près, car 
on peut avoir k, # k, (U n’est pas connexe). D’autre part, nous avons : 


xy 1 
= | o(fx,ty).(x, y) dt 
x +y Li 
mais cela ne peut être utilisé pour déterminer f 
— x 
b) Soit u(x, y) = dx + — dy; w est une forme différentielle de degré 1 sur 
x2 + y? x?+ y? 
U = R2\{(0, 0}}. U n'est étoilé par rapport à aucun de ses points. En écrivant w = a dx + b dy,on 
Ôa 
vérifie aisément — = — 
y 0x 


Supposons qu'il existe f: U — R, différentiable, telle que © = df. Soit g: R# x R + U 
l'application de classe C® : (p, 9) -— (p cos 8, p sin 8); posons F = f ° g. Alors 


dF(p, 8) = df{p cos 6, p sin 8) c dg{(p, 8). 


On vérifie aisément dF(p, 8) = d8, R% x R étant connexe, il en résulte F(p, 8) = 8 + k, où 
kER, et donc Vpe R* V8eR f(p cos 6, p sin 8) = 8 + k. 

Cette égalité est impossible, pour des raisons de périodicité ; w n’est donc pas exacte. 

Si g, est un difféomorphisme induit par g d’un ouvert & R# x Rsur un ouvert U' € U, alors 
la restriction de w à U” est exacte (prendre f = q ° g5 !, où q est la deuxième projection de R* x R 


sur R). Par exemple on peut prendre U' = R* x Ret f(x, y) = Arctg : ou encore U’ = R°\1, avec 
x 


1 = {(x 0)eR?|xe R-} et f(x, y) = 2 Arctg  — (cf. 1II.8.5.5, 3°, exemple). 


Vxi+yi+x 


4° Intégration d'une forme différentielle exacte.— DÉFINITION. — Soit 


& — Ÿÿ a;dx;une forme différentielle de degré 1 sur l’ouvert U de R”. On appelle 
i=1 


solution de l'équation : 


ÿ a{x) dx, = 0 


i=1 


toute application dérivable @ = (@,, ...,,):1 — R", où J est un intervalle de R, 
vérifiant : 


Vreil (qt}eU) A (S al )itt) = ) 


i= 1 


Ce problème se résout simplement lorsque w est exacte. En effet, si w = df, 
on constate : 


d 
Y afo(t)pi(t) = av °9)0) 


i=1 
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Les solutions sont donc données par fop=Kk{(kE R). 


REMARQUE. — Géométriquement, les solutions sont les arcs paramétrés dérivables dont le 
support est inclus dans l’hypersurface {x € R"|f(x) = k}. Si on cherche les arcs passant par un point 
donné x, e U, k est uniquement déterminée : k = f{x,). 


EXEMPLE. — Étudions, dans R°: 2xz dx — 2yz dy — (x? — y?) dz = 0. Ici © n’est pas une 
forme différentielle exacte. Plaçons nous d'abord dans l’un des ouverts U, = {{x, y, z)e R°Iz > 0} 
ou U, = {(x, y, z)e R°|z < 0}. On peut alors écrire l'équation sous forme équivalente: 


2x 2y x? — y? 
— dx — — dy — 
z z z 


2 2 


X° —} 
qui donne immédiatement = k, (ieN;). 


Z 
Notons d'autre part que tout arc dérivable tracé dans le plan z = 0 répond à la question. 
Il reste à « raccorder » les différents arcs obtenus, ce qui peut se faire d’une infinité de manières. 
Une étude plus poussée est du domaine de la géométrie. 
REMARQUE. — Le facteur 1/z? qui a permis de se ramener à une différentielle exacte est appelé 


facteur intégrant. La recherche systématique d’un facteur intégrant pour une équation © = One sera 
pas abordée. 


4.3.2. Application aux équations différentielles 
1° a) Considérons l'équation différentielle : 


a(t, y) + y'b(t, y) = 0 (1) 


a et b étant des applications d’un ouvert U de R? dans R, telles que 
© = a dt + b dy soit une forme différentielle exacte. Posons w = df. 


Une application dérivable @: 1 — R est solution de (1) si et seulement si: 
of 4 Ÿ 
Vtel PAL PU) + PE) (E, p(r)) = 0 
t Ôy 
soit encore : 


d 
VrEL — f[r, o(t)] = 0 
ee JT, p(t)] 
ce qui s'écrit: 
Vtel fft,(t)] = k (keR). 


Les solutions de (1) sont donc toutes les applications dérivables sur un 
intervalle, dont le graphe est contenu dans: 


F, = {(t, y)e U|f(, y) = k} 
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dy 
REMARQUE — On écrit (1) sous la forme d(t, y) + . b(t, y) = 0 puis symboliquement sous la 
{ 

forme : 


a(t, y) dt + b(t, y) dy = 0 (17) 


On est ainsi ramené au problème du 4.3.1, 4°. Mais on notera que les solutions de (1) ne 
fournissent pas toutes des solutions de (1). Par exemple si b{t, y) est nul pour t = t,, quel que soit y, 
{(r, y}e Ult = t,} est le support d'une solution de (1’), mais ne saurait contenir le graphe d’une 
solution de (1). 


b) Problème de Cauchy. — PROPOSITION. — Soit © = a dt + b dy une 
forme différentielle exacte, continue sur l’ouvert U de R?°, et soit l’équation 
différentielle : 


a(t, y) + y'b(£, y) = 0 (1) 


En tout paint (t,, yo) € U tel que b(t,, yo) À 0, il y a unicité locale pour le 
problème de Cauchy. Si pour tout (t, y)e U, b(t, y) # 0, il y a unicité pour le 
problème de Cauchy en tout point (t,, yo) € U. 


— Posons « = df. Remarquons que f est de classe C'. On cherche les 
applications dérivables @: 1 — R qui vérifent : 


Vel f(, p(t)) = fo; Yo) 


of : . 
Comme 3, (lo Yo) = Bto; Yo) n’est pas nul, le théorème des fonctions 
y 


implicites nous assure l'existence d’une solution, ainsi que l’unicité locale. 

— Supposons de plus: V(t, y)e U b(t, y) Z 0. Soient et 1 deux solutions; 
notons Î l'intervalle intersection de leurs intervalles de définition. Par continuité, 
À = {tellq(t) = ÿ(t)} est un fermé de 1, contenant t,. Soit t, un point de À ; 
posons @(f,) = WŸ(t,) = y,. Comme b(f,, y,) # 0, il y a unicité locale pour le 
problème de Cauchy en (t,, y,), ce qui montre que À est un ouvert de 1; I étant 
connexe, on a À = I. C] 


REMARQUE. — Les hypothèses de cette proposition correspondent au cas où l’on peut mettre (1) 
sous forme « résolue » (au moins localement). Nous n'avons cependant pas les hypothèses voulues 
pour appliquer le théorème de Cauchy-Lipschitz. 


c) EXEMPLE —  Étudions: t + y +(t — y)y = 0. Ici U—HR2 Nous avons: 


ot, y) = (1 + y)dt + (1 — y)dy = df(t, y) 
L? 2 


avec f{(t, y) = + ty. 


Les solutions sont données par: 1? — y? + 21y = 13 — y? + 2t0 Yo. 
Le lecteur constatera que si (to, y,) € R° vérifier, # oil y a unicité (pas seulement locale); que si 
Ya — 2toYo — to > 0la solution maximale est définie sur R. Si y, = t,, il n'y a aucune solution pour 


to À 0, et il y a deux solutions maximales pour t, = 0,(t — (1 + 2} ett (1 — /2}t). 
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2° Équations à variables séparables. — a) Soit l'équation différentielle, 
dite à variables séparées: 


a(t) — y'b(y) = 0 (2) 


où a:J,—R et b: JR sont continues. Les solutions @: 1 +R sont 
obtenues, comme au 1°, de manière implicite par : 


| a(u) du — (l b(u) du = 0. 
10 YO 


Posons : 


Hy) = (I b(u) du et A(t) = | a(u) du. 
‘0 


YO 


Si nous supposons que b ne s’annule pas sur J, elle y garde un signe constant 
(par continuité) et donc B est strictement monotone. Ainsi on peut écrire 
q(t) = B°7!{(A(t)). Il y a manifestement unicité pour le problème de Cauchy et la 
solution maximale est définie sur À 7 '(B(J)). 


REMARQUE. — Si on suppose seulement b{(y,) # 0, il y a unicité locale pour le problème de 
Cauchy. 


b) Plus généralement considérons l’équation différentielle 
a(t}c(y) — y'b(y) d(r) = 0 (3) 


qui est appelée équation à variables séparables. 

On se ramène au cas précédent en se restreignant à des intervalles où 
c(y) # 0 et d(t) # 0. 

Notons que s’il existe y, tel que c(y,) = 0, les fonctions constantes { + y, 
sont solutions. Ensuite on « raccorde » les différentes solutions en s'inspirant de 
l'exemple traité au 4.1.2 (il s'agissait d’ailleurs d’une équation à variables 
séparables). 


3° Équations incomplètes. — On appelle ainsi les équations des types : 


(4) ft y) = 0; f(y, y) = 0 (S) 


où f est une application continue d’un ouvert U de R° dans R. 
— Si ces équations sont « résolues » elles s’écrivent : 


(4) y =g{t); y = g(y) (5) 


(4) se ramène à une recherche de primitives; (5°) est à variables séparables, 
(l'exemple du 4.1.2. était de ce type). 
— Cas général. — a) Étudions f(t, y) = ©. (4) 
On considère l’ensemble LT = {{(X, Y)e R?|f(X, Y)= 0} et on suppose que 
l’on peut le « paramétrer ». 
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Plus précisément on suppose connue une surjection, t > (u(t), v(t)), d’un 

intervalle J de R sur I, u étant de classe C! et v continue. 
e Sipourtoutte J,u'(t) # 0, uest un difféomorphisme; on effectue alors 

dans (4) le changement de variable t = u(t). Soit @: 1 — R une solution. On a: 
Vtel ft, ot) = 0, et donc: Vtel AteJ (t = u(t)) À (ot) = v(t)). u étant 
bijective on a t = u° {(t), et en posant W(t) = @ » u(t) la relation q'{t) = w(1) 
s'écrit W(t) = u'(t) u(t). 

Réciproquement, toute solution W de \'{t) = u’(t}u(t) fournit la solution 
p=Vou 

e Siu’(t) peut s’annuler, on raisonne localement, au voisinage des points où 
u'(ts) À (0. 


REMARQUES. - a) Géométriquement, les points de | à tangente parallèle à l’axe des Y 
correspondent à des points où w’(t,) = 0. On notera qu’en ces points on ne peut pas appliquer le 
théorème des fonctions implicites pour se ramener à une équation « résolue ». 

b) Dans la pratique, on opère ainsi : on paramètre (4) part = u(t), y = u(t); d'où dt = u’(t) dret 
dy = y’ dt =u(thu'(r) dt et on résout : dy = w(tu'(t) dt. 


EXEMPLE. — Étudions l'équation incomplète : a2y'? — 12(1 + y?) = O(ae R*}. 
Remarquons que y = Osiet seulement sit = 0. Sinon ona:(t/ay'}? + (t/a)? = 1,ce qui permet 
de poser : 
t/ay' = cos 8 t/a = sin0 


En définitive, on a le paramétrage : 


KR FH x 3x 
t=asin8, y =1tg6, 0e |-— 1 LU k — 
2 2 2 2 


(on récupère ainsi le point t = 0, y’ = 0, mais @ ne décrit pas un intervalle.) 
TA 
Il vient : dt = a cos 0 d6, dy = tg 0 dt = a sin 8 d8 et donc, sur chaque'intervaile À rà 1 et 


FE 


t=asin®6, y= —-acos8 +k (ke R). 


K TI 
Comme 8 +--a sin 8 est un difféomorphisme de | — ps "| sur ] — a, + a[, on en déduit des 
solutions définies sur l'intervalle maximal ] — a, + a[(|t| < a est évident sur l'équation). On obtient 


nm 3r 
également des solutions sur ] — a, + a[ avec 8€ je =) On explicite ces solutions en écrivant : 
2 2 


t fr fn t K fn 
8 = Arcsin - (soc | 1) ou 6—=7r— Arcsin- (soe [= #|) 
a 2 2 a 2 2 


D'où: 
pu =k, — Va (te]- a, + al) 
Inversement, si est une solution.@: / + R,ona 


Vel t=asinm6 or) = tg0. 
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Sur 1Nn R* ou sur 1NR*, p’(t}/t garde un signe constant (!) et 6 reste dans l’un des inter- 
valles ] — x/2, x/2[ ou ]x/2, 3x/2[. La restriction de @ à ZI n R% ou à 1 n R* est donc une restriction 
de , ou w;. On en déduit aisément toutes les solutions de l'équation. 

Les solutions du type @,, p, sont représentées sur les figures 8 et 9. On dit quelquefois que les 
cercles de rayon a centrés sur Oy constituent la famille des « courbes intégrales ». La figure 10 
représente quelques solutions possibles, qui montrent le danger de ce genre’d’abus. 

Il n’y a, bien sûr, aucune unicité (même locale) au problème de Cauchy. 


ÿ 


+ 


FIG. 8. 


FIG. 9. 


REMARQUE. — Si y est une solution de f{(t, y’) = 0, toute fonction @ + k (ke Rj)est solution. 
Mais deux solutions ne diffèrent pas forcément d’une constante (cf. fig. 10). 


b) Étudions: 
J(y, y) = 0 OS) 
Supposons encore que l’on peut paramétrer F = {(X, Y)e R°|f{X, Y) = 0}. 


Soitt + (u(t), u(t)) une surjection d’un intervalle J de R sur F, u étant de classe 
C' et v continue. 


e Supposons d’abord que u est un difféomorphisme et que v ne s’annule 
pas. Soit @: 1 — R une solution. On a: 


Vtel 1eJ (œ(t) = u(t)) A (@{t) = v(1)) 


® En effet @’, qui ne s’annulle pas, garde un signe constant (d’après le théorème de Rolle, y est 
injective et donc strictement monotone). 
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FIG. 10. 


Sous les hypothèses faites, on a donc t = uw !{(t)). Posons H(t) = u” ‘((t)). 


Il vient : ; 
k'() = CAC (AC) 
u'(h(t))  u(h(t) 


h est donc solution de l'équation différentielle, d’inconnue +: 


Tu(t) = (1) (6) 


qui est à variables séparables. Comme v(1) ne s’annule pas, on sait trouver ses 
solutions. 
Inversement, pour toute solution h de (6), @, définie par œ(t) = u(h(t)) est 
solution de (S). 
e Si les hypothèses ne sont pas réalisées, on raisonne localement au 
voisinage d’un point 7, tel que u'(t,) À 0 et v(to} # 0. 


REMARQUES. — a) Dans la pratique, on opère ainsi: y = u(t)}, y = ut). D'où 
dy = u'{t) dt = ut) dt. 


b) S'il existe 7, tel que v(to) = 0, (6) admet la solution constante t 1, Elle correspond à la 
solution constante t -—u(Tt,) de (5). Dans un tel cas, il y aura des problèmes de raccord de solutions : 
voyons cela sur un exemple. 


EXEMPLE. — Étude de l'équation: y? + y?y? = a? (aeR*). 


— Aucune solution ne pouvant s’annuler, nous supposerons (ft, y)e R x R' ; l'étude dans 
R x R®* s’en déduira par changement de y en —y. Deux solutions de chaque famille ne pourront se 
raccorder, à cause du théorème des valeurs intermédiaires. 


K A 
— On paramètre par y = acos8, y =tg0, 8€ IE —, - | On écarte les points où 
2 


d 
_— (a cos 8) = 0, soit 8 = 0. Cela revient à se restreindre à (tr, y)e R x ]0, af. 
d6. 
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On obtient alors dy = — a sin 0 d8 = tg 0 dt. Comme tg8 # O0, dt = — a cos 6 d6, d’où 
t= — asin6 +Kk. 
Les solutions sont données paramétriquement par: 


is 

y = a cos 6, t= -asn0+k, oe|- T0 
K 

y = a cos 6, t= —-asn86+Kk, (A= 0, —|. 
2 


que l’on peut, lorsque c'est nécessaire, expliciter sous la forme: {t) = 4 a? —(k,—t} (ieN) 
avec : 


te]k,, k, + al pour i=1, te]k, -a,k,[ pour i= 2. 


— Notons enfin que la solution 8 = 0 de — a sin 8 d8 = tg 0 dt correspond à la solution 
constante { Ha. 

— Nous rassemblons graphiquement les résultats, en indiquant quelques solutions possibles. 
Là encore, il n’y a aucune unicité. 


FiG. 11. 


FiG. 12. 


O0 t 
FiG. 13. 
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REMARQUES. — a) Si @ est une solution de (5),etk = R,t @(t + k) est encore solution, sans 
qu'il y ait de réciproque. 


b)Ilest incorrect de dire, dans l'exemple précédent, que les cercles de rayon a centrés sur l’axe des 
t constituent la famille des courbes intégrales. 


4.3.3. Équations homogènes 


1° Équation résolue. — On considère l’équation différentielle : 


fl? 
y 10) (1) 


où f: J — Rest continue sur l'intervalle J de R. Alors (f, y) -f O) est définie 


sur un cône C de R°. 

Soient J un intervalle tel que 0 # I, et @: 1°:— R une application dérivable. 
On définit ÿ: 1 — R par (tr) = p(t}/t. On a: tW'(t) + Y(t) = pt). Il en résulte 
que w est solution de (1) si et seulement si West solution de l'équation à variables 
séparables : 


tz' = f(z) — z (2) 


On notera que les valeurs z, € J telles que f(z,) = z, interviendront dans la 


discussion. Géométriquement, elles correspondent aux tangentes issues de (0, 0) 

t 

aux graphes des solutions + {| car alors œ'(t,) = or) 
0 


2° Équation non résolue. — On considère : 


f(. y) = 0 G 


On opère, comme au 4.3.2, par paramétrage. 

On aboutit ainsi à y/t = u(t), y = u(t) (u de classe C}, et v continue sur 
l'intervalle J ), et on raisonne au voisinage d’un point où u’(t,) Æ 0, ce qui permet 
de chercher t = h(t) de façon que ®, définie par œ(t) = tu(h(t)), soit solution. 

En pratique, on écrit: 


y = tu(t) dy = u(t) dt + tu’(t) dt = v(t) dt. 
On est ainsi ramené à l’équation à variables séparables : 
(uit) — v(t)) dt + tu’(t) dr = 0. 


On aura à tenir compte des solutions de u(t) — u(t) = 0, qui ont la même 
interprétation géométrique qu’au 1°. 
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FIG. 14, 


(1 — t) # 0); tdt + rdt = 0. Pour éviter d'introduire le cas t = 0 (qui correspond à 
2t — 1? = t?), on remarque que cette équation relève du 4.3.2, 1°, et que ses solutions sont données 
par t = k/t(ke R); d'où œ{t) = 2k — k?/t. 

— Notons d'autre part que q(t) = test solution (+ = 1). Enfin pour revenir à R? entier, c’est-à- 
dire raccorder des sojutions dans les divers U.(ie N,), on remarquera que t = 0 nécessite y = 0. 

On obtient alors divers types de solution (fig. 15, 16, 17). 

— Étudions le problème de Cauchy en (t4, Yo) € R°. 

Si (to Yo) = (0, 0), il y a, localement, deux solutions (@(t) = tet p{t) = 0) mais globalement une 
infinité de solutions maximales définies sur R. Si t, = 0 et y, # 0, il n’y a pas de solution. 

Supposons t, # 0. Étudions l'équation en k: 


Le lecteur constatera que: 


Si (toy Yo) € U3 L U,,(5) a deux racines distinctes. 
Si (to Yo) € U1 VU U;,(5) n’a pas de racines. 
Si to = Jo:(5) admet une racine double. 


Il en résulte : 
Si (to Yo) € U; L U:, le problème de Cauchy n’a pas de solution. 


3° EXEMPLE. — Nous considèrerons plus généralement des équations du typef{(r, y, y’) = 0,oùf 
est homogène par rapport à (f, y). On se ramène au cas précédent par division par une puissance 
convenable de t, ce qui introduit une singularité pour t = 0. Par exemple, considérons : 


(y + ty) — 4riy = 0 (4) 


En se plaçant sur R# x R ou R* x R, on écrit (4) sous la forme (y/t + y’)? — 4y = 0. En 
posant y/t + y’ — 21, on est conduit au paramétrage : 


y/t = 21 — 1°, y =t, 1eR 


ri — 1?) = 2(1 — r)conduit à écarter t = 1 et donc à raisonner sur l’un des quatre cônes ouverts 
: 
U;(ie N,) (fig. 14). On obtient: y = (217 — t?), dy = (27 — t?) dt + 2t(1 — t) dt d'où (puisque 


Dans tous les autres cas il a une infinité de solutions et, lorsque (t4, yo) € U, LU U, LU {(0, 0)}, 
il y a localement deux solutions. 


4° Utilisation des coordonnées polaires. — Soit U un ouvert de R°\{(0, O)}. 
Considérons une équation homogène, avec (ft, y)e U, et soit p: 1 — R une 
solution. 
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FIG. 16. 
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ÿ 


f 


, 
7° 


FiG. 17. 


Nous verrons au tome V qu'il existe deux fonctions u et v, dérivables sur 1, 
telles que : 


Vtel (t = u(t)cos u(t)) À (o(t) = u(t) sin v(t)) 


(il s’agit de la représentation polaire p = u(t)}, 6 = v(t) de l’arct + (t, q(t)). 
Supposons que w est de classe C”' (ce qui entraîne que v est de classe C!) et 
que v'(t,)-# 0 (le lecteur vérifiera que cette dernière condition correspond encore 


t 
à ®'(to) À © o 

0 
par une relation de la forme p = g(8), (g = u °v ! avec un abus de notation 
évident). 

g sera déterminée par une équation différentielle que l’on obtient, dans la 
pratique, en utilisant l'écriture différentielle; explicitons ce calcul pour une 
équation du type v’ = f(y/t). 

On obtient dt = — p sin 8 d8 + cos 8 dp, dy = p cos 8 d8 + sin 8 dp et 
p cos 8 + p'sin 6 | ne) 


— psin 0 + p' cos 8 


) Localement v est inversible et la solution peut être déterminée 


donc y = dÿ/dt = 


L’équation cherchée : 
p’ sin 8 + pcos 8 
p'cos 8 — psinô 


J{tg 9) 


est à variables séparables. 
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EXEMPLE. — Considérons (t + y) + (1 — y)y = 0, déjà étudiée au 4.3.2, 1° c). En raisonnant 
dans l’un des ouverts U, = {{t, y) e R?|t — y > 0} ou U,= {(t, y}e R?|t — y < 0}, l'équation peut 


Pr 
se mettre sous la forme résolue y = 


y-t 


d6 | + 
Nous écarterons les points — = 0, qui s’obtiennent en écrivant y = y/t. On obtient ici 
dt 


y/t = 1 + /2{on note que (1 + VDtett = (1 — /2)t sont solutions) ; autrement dit nous 


raisonnerons au voisinage de 6, £# — nr/8 + kn/2(tg 8, À 1 + /2 et tg 6, # 1 — V2 ce qui 
permet de chercher les solutions sous la forme polaire p = g({6). 
On obtient, par le calcul ci-dessus : 


p’ sin 26 — cos 28 


p sin 28 + cos 28 
et p = \// sin 28 + cos 28] 
Le lecteur constatera, après les études de « raccordement » habituelles, que l'on retrouve les 
solutions obtenues au 4.3.2, 1° c). 


En fait, si ce passage en coordonnées polaires donne parfois des calculs simples, il introduit 
souvent des discussions assez compliquées. 


4.3.4, Équations différentielles du second ordre 


Il s’agit ici d'indiquer des méthodes de calcul 
explicite des solutions de certaines équations du second 
ordre, où l'inconnue est à valeurs dans K. La méthode 
théorique, qui conduit à se ramener à une équation du 
premier ordre, où l'inconnue est à valeur dans K?, n’a en 
général pas d'intérêt pratique pour ce problème. 3 


1° Équations homogènes en (y, y’, y”). — Soit g(t, y, y’, y”) = 0 une équa- 
tion différentielle, où g est homogène par rapport aux trois dernières variables. 
— En se restreignant aux solutions qui ne s’annulent pas, on écrit l'équation 


sous la forme : 
1e ea _) = 0 1 
y ( ) 


À toute fonction deux fois dérivable , ne prenant pas la valeur 0, associons 
Ÿ = 6’/+. En écrivant W’ = @”/p — VW, nous constatons w est solution de (1) si 
et seulement si W est solution de l'équation différentielle à inconnue z: 


ht, z,z + 22) =0 (2) 
Si on sait trouver toutes les solutions de cette équation du premier ordre, on 


en déduira celles de (1). Pour toute solution ÿ de (2}on aura à résoudre l'équation 
différentielle à variables séparées : 


y'Iy = Ÿ(6) 
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— Après avoir cherché si les fonctions nulles sont solutions, on procède, 
comme d’habitude, par raccordement de solutions (en n’oubliant pas qu'ici il faut 
« raccorder » y, y’ et y”). 


EXEMPLE.— Étudions l'équation homogène: y}” — 27? — y? = O. 

— La fonction nulle est solution. à y’ 

— Cherchons les solutions qui ne s’annulent pas: — — 2 — | 
; y 

On pose z = — et on obtient l’équation d’inconnue z: 
y 


= (. 
} 


z=27 +1 


dz 


qui est à variables séparables. On l'écrit — dt, d'où les solutions: 


z? +1 


K XX 
tt) = tg(t — k) heuel-21) 
7 2 
et leurs restrictions. 


Résolvons ensuite y’/y = tg(t — k) qui donne: Log |yj = — Log(cos(t — k)) + k.. 
En tenant compte du fait que y ne peut s’annuler, donc garde un signe constant, on obtient les 
solutions : 


/ 


Lit) = ——— ({k,L')EeR x R*, 
cos (t — k) 


avec t — ke ]— x/2, x/2{, et leurs restrictions. 


— Ces solutions ne pouvant s'annuler, il n’y a pas de raccordement possible avec les fonctions 
nulles. 


— Le lecteur vérifñiera qu’il y a unicité au problème de Cauchy (on peut le prévoir pour y, # Den 
utilisant le théorème de Cauchy-Lipschitz). 


2° Équations incomplètes. — On étudie ici les équations de la forme: 


g(y, y’, y”) = 0 (3) 


linconnue étant à valeurs dans R. 
On se donne des conditions initiales (to, Yo, Yo) € R°. 


— Supposons d’abord y, # 0. Soit @: 1 — R une solution de (3). Comme 
(to) # 0, on peut, quitte à remplacer I par un sous intervalle, supposer que est 
un difféomorphisme de I sur 1’. Considérons alors \ = @’ ° @"!: I’ + R.Ona, 


pour tout u el’, W'(u) = @’(p" ‘(u)}/#'(p"‘(u)). De: 
Vtel goût), p), p() = 0 
on déduit, en posant u = œ(t): 
Vuel" g(u, Y{u), W(u)ÿ'(u)) = 0 
ÿ est donc une solution de l'équation 


g(u, z, zz') = 0 (4) 
vérifiant W( yo) = Yo: 
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Inversement soient \ÿ une solution de (4), vérifiant WY(y,) = y, et @ un 
difféomorphisme d’un voisinage J de t, sur un voisinage J”' de }y,, vérifiant : 


VueJ" Vu) = pp” "(u)); lo) = Yo (5) 
On s'assure facilement que œ est solution de (3) et du problème de-Cauchy 
correspondant. 
Or une fonction vérifie (5) si et seulement si elle vérifie : 


VLeJ  Wo()) = pt);  plto) = Yo: 
Il s’agit des solutions de: 
y = ÿ(y) (6) 


solutions du problème de Cauchy en (ts, yo). En effet pour une telle solution on a : 
(to) = Yo) = Yo et donc pt) # 0; p est donc bien un difféomorphisme 
local. 


REMARQUE. — Pratiquement, on pose z = y’; en considérant y comme 

A dz dz dy dz — s.) s 

variable, 1l vien =—=—.— = 7—, D'où ,Z,Z2— |] = 0, où y est la 
Y Ta dy & ‘dy de TT d 


variable. 


— On cherche ensuite les racines de g(n, 0, 0) = O(n € R) qui fourniront les 
solutions constantes. 
— Ensuite.on achève par raccord de solutions. 


EXEMPLE. — Reprenons yy” — 2y'? — y? = 0 en la considérant cette fuis comme équation 
incomplète. 

— Les solutions constantes sont les fonctions nulles. 

— Raisonnons au voisinage de (t,, Yo, Yo), avec yo # 0. 


dz 
Nous devons résoudre yz - 2z? — y? = 0. 
y 
Il s’agit d'une équation homogène; le lecteur vérifiera que les solutions sont 


H a —_— 
y —-yy/y—k (keR*) 
k 


Nous sommes donc ramenés à: 


| —— 
où k est choisi de sorte que y, = - y, 4/y2 — k?. Comme y, # 0,on a y — k? x Oet on peut donc 
séparer les variables : k 

k dy 


—————— = di 

yVY —K 
On en déduit aisément, par une quadrature, les solutions 
Kk' 


sin(t — k”) 
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— Ces dernières ne pouvant s’annuler, il n’y a pas de raccord possible avec les fonctions nulles 
(k',k")e R* x R étant arbitraire, on retrouve bien les solutions trouvées au 1°. 


REMARQUE. — Soit y” =f{(y,y} une équation incomplète et résolue. En posant 
F(Yo Y1) = (V1: (Jo Y1)) et Y = (y, y’) on se ramène à Y”= F(YŸ), équation incomplète du premier 
ordre, où l’inconnue est à valeur dans R? (cf. exercice 4.3). 


4.4. CALCUL APPROCHÉ DES SOLUTIONS 
D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 


4.4.1. Position du problème 


On se donne une équation différentielle, que l’on suppose de type résolu : 
y = f( y) (1) 


où la fonction inconnue y est à valeur dans RP. 

On suppose que, pour des conditions initiales (t,, y,) données, il existe une 
unique solution maximale au problème de Cauchy en (t,, yo). On note 
 : 1 — R? cette solution, J étant un intervalle de R (t,el). 

On peut alors se poser différents problèmes : 


— Une valeur te I étant donnée, évaluer une valeur approchée y de œ(t) et 
donner un majorant de ||@(t) — y||. 

— Une subdivision t,=a<t; <.<t,=b d'un segment [a b]c1 
étant donnée, déterminer des valeurs approchées yo, …, y, de (to), … @(£,). 


A ces valeurs approchées, on associera généralement l’application continue 
et affine par morceaux 1 : [a, b] —> RP vérifiant W(t,) = y, pour tout i. C’est cette 
application que l’on utilisera pour une représentation graphique approchée de la 
solution. Le calcul d'erreur consiste alors en la recherche d’un majorant de 


Sup |p(t) — |. 
te[a,b] 


REMARQUE. — Rappelons que les équations différentielles d'ordre supérieur à 1 se ramènent à 
des équations d'ordre { par choix judicieux de l’inconnue (cf. 4.1.7, 3°). Ce qui suit s’appliquera donc 
aussi à ces équations. 


4.4.2. Algorithme d’Euler 


1° Méthode, — L'idée de départ est très simple. Soit he R#.. Si h est «assez 
petit», alors œ(t, + h) est voisin de œ(t,) + h@’(to); Yo et (to) = fto, Yo) 
sont connus. 
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D'où FPalgorithme, dit d’Euler, permettant de calculer des valeurs 
approchées y,,…, y, de q(t,), … @(t,): 
lis =t+h 
Yi+i = Yi + hf(t;, y:). 


On notera que h peut être choisi de signe arbitraire, ce qui permet de décrire 
un segment quelconque contenant t,. 


2° Pratique. — Soit [a, b] un segment inclus dans 1 (a=t,). Pour 
représenter graphiquement la solution @ sur [a,b], (ou pour calculer 
une valeur approchée de (b)), on choisit un pas h = (b — a)/n (neN*); 
h doit être suffisamment petit pour assurer la validité de l’approximation 
P(ti41) = pt) + hp'(t;), et pour justifier l’approximation de @ par une fonction 
affine par morceaux (dépend de la résolution de l’écran employé); mais il ne faut 
pas que n soit trop grand pour ne pas allonger le temps de calcul et pour éviter 
l'accumulation des erreurs à chaque étape. 

Le choix effectif de la valeur de n n’est donc pas toujours évident. 

Le théorème suivant va nous montrer que, si l’on néglige les erreurs dues 
au calcul, la méthode «converge », ce qui signifie qu’on peut choisir n assez 
grand pour que l'erreur soit aussi petite qu’on le désire. L'influence de la 
«propagation » des erreurs d’arrondis est beaucoup plus délicate à étudier; on 
peut la constater expérimentalement. 


3° THÉORÈME. — Soient D un ouvert de R x R?, f : D — R? une application de 
classe C!, et l’équation différentielle : 


y = f(& y) (1) 


Soit P=[a, b] x B;(yo,r) € D. On suppose qu’il existe des réels 

strictement positifs k et M tels que : 
D) VE yEeP [GG pi <M 

ü) V(G yJeP V(,yJeP If y) — fr, y')1 < KE — ET + [y — y) 

lil) b—a<r/M. 

Alors il existe une unique solution de (1) dont le graphe soit inclus dans P et 
qui vérifie @(a) = yo. 

Soit neN*, h = (b — a)/n,ett; = a + ih pour i = 0, …, n. On définit (y;);en, 
par la récurrence y;,, = y; + hf(t;, y;) et w, désigne Papplication continue et 
affine par morceaux vérifiant @,(t;) = y; pour tout ie{ 0, …, n}. 

On a alors la majoration : 


Vtela, b] lot) — p.01 < (M + 1)“°7® — 1)(b — a)/n 
et en particulier (,),.\ converge uniformément vers sur [a, b]. 


— Pest un «cylindre de sécurité » pour (1)et f est k-lipschitzienne en y sur 
P. L'existence et l’unicité de @ en résulte (4.2.7, 2°). 

— Soit (ÿ.,) l’assertion « y, est défini, et || y; — yoll < ir/n». (2) est vraie. 
Supposons (æ,) vraie (0 < i < n — 1).Ilen résulte (t;, y;)e P, donc y;, . est défini. 
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D'autre part : 
Yi+i — Vol < HYi+s — Mill + Yi — Vol. 
Or : 


yisa — Ml = MAG, il < MG — a)/n <rin et [y — yo <ir/n, 
donc : yi41 — Vol SG + Drin; (æ,,1)est vraie. 
Ainsi la suite yo, …, y, est définie par récurrence. 
— Notons &,= Sup lp) — @.(0)I, (0 = 0) 
Pour LE lt, hf il a : P (€) = .. JE, p(t)) et AE) = S{t;, Yi); d’où : 
Ip") — PAG) < kCE — 11 + Ip) — y:11). 
Or : Ip) — pl < Hp) — pH + [lp(r:) — p,(r) 11. 


Par ailleurs o’{t) = f{(t, p(t}); @ est donc M-hipschitzienne sur [a, b]. Ainsi, 
pour tout t de ]£,,t;:,,[, ||l@(t) — y; < Mh + &; et donc: 


lp'() — POI < kh + k(Mh + &;). 
Par application de l'inégalité des accroissements finis, 1l en résulte : 
lp) — p.61 < kM + Dh? + khe, + ||p(t) — p,() |. 
D'où : 
Viet, 4411 1p@) — p.601 < (M + Dh° + (1 + khhe, 
relation qui est encore vraie si tefto, t;]. On en déduit : 
E;+1 < KM + L)h° + (1 + kh}e, 
et par récurrence, compte tenu de £&, = 0 : 
ë; < k(M + Dh? [1 + (1 + kh) +. + (1 + kh} 7]. 
D'où finalement : 
€, < (M + L)hAÇ( + kh)" — 1]. 
Enfin en utilisant 1 +1 <e'(teR) et nh = b — a, il vient : 
Vtefa, b] [pt — e,0)1 < (M + DLe7? — 1](b — a)/n. 0 


4,4.3. Algorithme de Runge Kutta 


1° Le majorant obtenu ci-dessus pour l’algorithme d’Euler laisse prévoir 

une convergence assez lente. Il existe d’autres méthodes, basées sur le même 
principe, mais dont nous ne ferons pas la théorie ici. Citons en particulier un 
algorithme, dit «de Runge Kutta », dont la programmation est simple, et qui est 
très efficace : 

koi = hf{ti, y) ki; = hf(t + h/2, y; + koi/2) 

ki = hf(t; + h/2, y; + k;,:/2) k;; = hf(t + h, y; +k;;) 

Via = Vi + os + 2ki,; + 2k2; + Ks:)/6. 
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On démontre que, pour des fonctions suffisamment régulières, un majorant 
de l'erreur est ici en O(1/n*) (à comparer au O(1/n) de la méthode d’Euler). 
2° EXEMPLE. — Considérons l'équation : 
(4 — t2)}y + ty = 2. 


On appliquera les méthodes d’Euler et de Runge Kutta au calcul de (1), où est la solution 
maximale qui vérifie @(0) — 1. Or la solution de cette équation linéaire est : 


t+.,/4—t 


pt) = D 


Nous pouvons donc évaluer ici l’erreur commise &. Le tableau ci-dessous fournit les valeurs de € 
pour différentes valeurs du nombre n d’itérations. 


MARCHE TS 


— 1,33 107? 


— 1,32 107 
— 1,32 107* 


4.4.4. Exemple d’étude graphique d’une équation 
différentielle scalaire 


PROBLÈME. — Étudier l'équation différentielle : 
y = f(& ») (1) 


où f est l'application (t, y) + y? —t, de classe C°®, de l'ouvert R x R dans R. 

Il s'agit d’une équation du premier ordre résolue, à laquelle s'applique le théorème de 
Cauchy-Lipschitz du 4.2.2, 1° : pour tout (to, y)ER x R, il existe une unique solution maximale 
de (1) qui prend la valeur y, au point t,; elle est définie sur un intervalle ouvert de R et de classe 
C®, il existe donc une unique courbe intégrale maximale (en abrégé nous dirons «une unique c.i. ») 
de (1) qui contient le point (ts, Yo). 

(1) est une équation de Riccati (cf. 5.3.2), mais l’on n’en connaît pas de solution particulière, et 
l'on ne sait donc pas en exprimer les solutions au moyen des fonctions élémentaires. 

Nous allons montrer que, cependant, on peut tracer à la main les c.i. dans un repère orthonormé 
(O; i, j) de R x R affine euclidien. En fait les tracés sont laissés au lecteur qui pourra comparer les 
courbes obtenues aux c.i. de la figure 18 (qui ont été fournies par une machine). 


© 1° Jsoclines. — Pour meR donné, l’ensemble des points des c.i. «à tangente de pente m» est 
la parabole ?,, dont une équation est y? = t + m. Le lecteur construira .. 


© Ensemble $ des points d'inflexion des c.i. — En chacun de ces points on a nécessairement 
y” = 0. Inversement en tout point d’une c.i. on a y” = 2yy' — 1 et y” = 2y'? + 2yy”. En un point 
où y” = 0, on a donc y” = 2y* et y” > 0 (puisque y” = 0 exige 2yy' # 0); il s’agit d’un point 
d'inflexion (Farc de c.i. étant d’ailleurs concave «à gauche » et convexe «à droite »). 

Une équation de S est ainsi : 2y(y? — €) — 1 = 0. 

Aucun point de $ n'ayant une ordonnée nulle, on construit # au titre de courbe t = g(}), 
yeR*, avec : 


g(y»= y" —1/(2y);  dg/dy = (4y° + 1)/(27°) 


186 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 4.4.4 


En notant y, = — 4713 = — 0,630 et t, = 1,191, on a : 


On note SF =S#, LS$._,où S, et S _- qui correspondent respectivement à y > 0 et à y <0, 
admettent t’Ot pour asymptote et ?, pour parabole asymptote (en se situant «au dessus de æ, »). 


© Régionnement. — On utilise la partition de R x R\X(#, US) en quatre ouverts de R? que 
l'on note : 


(+, +) «au dessus de S,»; (+, —) «entre S, et F,» 
(—, —) «entre P,et S_»; (—, +) «à l’intérieur de #_ » 


de façon à indiquer les signes, fixes, de y’ et y” dans chacun de ces ouverts (faire une figure). 


e Les ci. I,, ae R*. A tout point (a, a)eS, avec à # 0 et a = à? — 1/(24), on associe 
la c.i [, qui contient ce point. 
Les pentes des tangentes à I} et .# en (a, «) sont : 


m, = 1/(20); pu, = 2@?/(da° +1) si a # y, (w sinon) 


On constate m, # LL, : «1, traverse .$ » en (a, a). Le lecteur tracera des croquis indiquant les 
positions relatives et les concavités de I” et Z au voisinage de (a, a). 


2° Construction de la c.i. C associée à la solution maximale ®. Soit D l’un quelconque des quatre 
ouverts introduits au 1°. On suppose que C contient un point de D et on note & = Cn D. Alors 
€ représente une restriction \ de @, monotone et soit convexe soit concave, qui est une solution 
maximale de y = y? — t étudiée sur l'ouvert D. 

D’après le théorème et le complément du 4.2.2,1°, est définie sur un intervalle ouvert ]a,b[ 
de R et \ étant monotone : 

I SiaeR et si, au voisinage de a, \ÿ est croissante et minorée (resp. décroissante et majorée) 
alors il existe «x = lim W(t), «e R, et le point (a, à) appartient à C et à fr D; il est dit extrémité 

[a 


gauche (non atteinte) de €. 

IL SiaeR et si, au voisinage de a, \ est croissante et non minorée (resp. décroissante et non 
majorée) alors € admet la droite d’équation t = a pour asymptote. 

IL Si a = — oo, il y a lieu d'étudier une branche infinie de €. 

Mutatis mutandis, on fait les mêmes contestations pour b. 


@ Cos où D =(—,+). — Ona: —./t < (rt) < 0 pour tout te ]a,b. 


— iciaeR, et on est dans la situation 1. On dispose de l’extrémité gauche (a,a)eCnS$_ de 
&;onaC=1}I,,a4 <0. 


— On ne peut avoir beR car € admettrait l'extrémité droite (b,BleCnS_;on aurait C =], 
et, au voisinage de b (et à gauche), € serait dans (—, —) ce qui constituerait une contradiction. 


— On a donc b = + ©. En utilisant (—, +), on constate : 
Vé>a (a) < (V0) — ,/1)(4() + /1) < 0 
Or: y) — /t< — /t; d'où: lim_(W(9 — \/t) = — co, et lim_(W(0) + \/t) = 0. € admet 


ainsi ?,, et donc $ _ pour courbe asymptote. 
Retenons que toute c.i. qui contient un point de (—, +) est une I°, à« < 0, et que toute [”, x < O, 
«entre » dans (—, +) en un point de S_, «reste » dans (—, +) et admet # _ pour courbe asymptote. 


@ Cas où D=(—,—-) Ona: —./t < W(t) < V1 pour tout te ]a,bf. 
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— lciaeR, et (comme ci-dessus) on dispose de l’extrémité gauche (a,a*)eCn ?, de €. 


— On ne peut avoir b = + , sinon la concavité ferait que € serait au-dessous de l’une 
quelconque de ses tangentes (de pente strictement négative) et «sortirait» de (—, —). 


— On a donc beR, et on dispose de l’extrémité droite (b, B) de € appartenant à la frontière 
PU F- de (—, —). 

Si l’on avait (b,B)eZ,, avec B = b?, le théorème de Rolle appliqué à @’ sur [a, b] entraînerait 
l'existence d’un point d’inflexion de € inclus dans (—, —); ce qui constituerait une contradiction. 

On a donc (b,fje.f_ et C = I5, B < 0. 

Retenons que toute c.i. qui contient un point de (—, —) est une I, &« < 0, et que toute F7, à < O0, 
«entre» dans (—, —) en un point de Z, et en «ressort » en un point de #_. 


@ Cas où D =(+,+). — On a : 0 < ÿ(f) pour tout te ]a, b[. 


— On ne peut avoir a = — oo, sans quoi de y = y? —t on déduirait lim (ft) = + œ et 
1—+ — © 
lim W(t) = — «, en contradiction avec W(t) > 0. 
t—+ — © 
— OnadoncaeRet on est dans la situation Z. On dispose de l'extrémité gauche (a,a)eCn£#, 
de C;onaC=1,,a4>0. 


— En raisonnant comme dans le cas D =(—,+) on montre que C ne recoupe pas F,, et 
donc qu’en b on n'est pas la situation I. Ainsi : ou bien on a beR et l’asymptote t = b, où bien 
on a b = + «w, et C étant au-dessus de sa tangente T en (a,«), on a lim wW(ft) = + oo. Dans les 

t—+ + © 


deux cas on constate que l’application réciproque 7! de l’application strictement croissante W 
est définie sur ]o, + co[; on a: 


} dn 
Vy> a vo=a+ | 2 REV 
a n° mi ÿ *(n) 
Une équation de T, étant t = 24y +p,ona: 
Vy>a a<v (y) <2ay+p, 
et : y? — 1" !(y) est équivalent à y? au voisinage de + co. 
Ilexiste lim W7!(y) = beR, et € admet l’asymptote t = b. 
> + + © 


Retenons que toute c.i. qui contient un point de (+, +) est une [,, « > 0, et que toute T,, « > 0, 
«entre » dans (+, +) en un point de S, , «reste » dans (+, +) et admet une asymptote parallèle à f'Ot. 


@ Cas où D ={(+,—). — On a: W(t) <o(t),t + w(t) étant T,. 
— En modifiant légèrement l’étude précédente, on constate que € admet une asymptote à 
gauche d’équation t = a. 


— À droite, deux situations sont possibles a priori : ou bien beR et € a une extrémité gauche 
appartenant à fr (+, —) = .$, LU P, (inversement ceci est réalisé si C est une [, « > 0 ou & < D), 
ou bien b = + oo (et, compte tenu de ce qui précède, on voit apparaître le seul cas où C pourrait 
ne pas être une T;). 


© À ce stade, on est en mesure de construire toute F, en utilisant le tableau de variation de 
la solution maximale @, qui lui est associée, à savoir : 


a > 0 
LER,\'eR 


— C0 


Bi concave CONVEXE 
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qu) à 
— © 


— © 


e Toutes les c.i. sont-elles des I? Nous utiliserons le fait que deux c.i. n’ont aucun point 
commun. 
S'il existe une c.i. qui n’est pas une Î!,, elle est incluse dans (+, —), elle admet une asymptote à 
gauche parallèle à y'Oy et une branche infinie à droite qui s’insère entre $, et l'arc y > 0 de Z, 


(car si elle avait un point dans (t > 0) À (y < — Je elle couperait 7); elle contient donc un point 
(0, Yo), avec 0 < yo < 2714, 

Inversement Y, = { yeR{(0, y) appartient à une I}, « > 0}, non vide et minoré par 0, admet 
une borne inférieure l1,. 

Y, = {yeR|(0, y) appartient à une F,, « < 0 }, non vide et majoré par 27 
supérieure p, et 0 < pu < puy < 2713, 

Soient C, et C, associées à p, et @>, les c.i. qui contiennent respectivement (0, u,) et (0,11); 
C, n’est pas une I,, &« > 0 (sinon toute };, telle que &’ > x couperait y'Oy au-dessous de (0, u.); 
de même C, n’est pas une [,, &« < 0. En utilisant : 


VtER, (p1 — p2)(t) = (pi — p3)(1) > 0 
et : Jim (p1 — P2){t) = 0 


1/3 admet une borne 


on constate que lu, = pu et que C, = C; et on en déduit qu’il existe une et une seule c.i. qui ne soit 
pas une [°; on construit aisément cette courbe. 


(rss 


FIG. 18 
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EXERCICES 


4.1. — Trouver les solutions de 4ty'? = y? — 1 définies sur R et telles que y(0) = 1. 


4.2. — On considère l'équation différentielle y’ = sin y. 


a) Étudier, en appliquant les théorèmes généraux, l'existence et l’unicité de solutions 
maximales vérifient la condition initiale (0, y,). Étudier.en particulier le cas y, € xZ. 
b) Vérifier en résolvant l'équation. 


43. — Soient U un ouvert de R? et f: U — R? une application continue. On étudie 
l'équation y’ = f(y)}et le problème de Cauchy en(£,, yo), avecf(y,) Æ 0. Montrer que l’on 
peut se ramener (localement) à la résolution d’une équation à inconnue numérique en 
prenant l’une des coordonnées de y comme variable. 

Appliquer à y“= g{(y, y), yo # 0 (cf. 4.3.4, 2°). 


4.4, — Déterminer la fonction f de R vers R telle que: 
© = f(x? — y*)[(x? + y? + 1) dx — 2xy dy] 


soit une forme différentielle exacte. 
Résoudre : (x? + y? + 1) dx — 2xy dy = 0. 


4.5. — Soient fet g deux fonctions k-positivement homogènes de R? vers R. La forme 


| Jdx + gdy 
différentielle & = ————— est elle exacte”? 
xf + yg 

x dx + yd 

Application : Résoudre : xy dx + (x? — y?) dy = (2x? - Yet A 
x? + y? 

4.6. — Résoudre: y = y'?e”’, Problème de Cauchy en (0, O). 
47. — Résoudre: (y —t)./1 + t2y — (1 + y?)/? =0. (On pourra poser 


u = Arctgt et v = Arctg y). 


4.8. — On considère l'équation y’ + y? = &"(aeR, neZ). Étudier sa transforma- 
tion par t = 1/T, y = T -T?Y. Intégrer y + y? = k?t7* (ke R). 


4.9. — Résoudre: (t + y)y” + 2y — 2y'? = 0 en la transformant par T = t — y, 
Y=t+ y. 


4.10. — Déterminer les régions de R? où se trouvent les graphes des solutions de: 
(ty! — 2) = (€ — y?) 


Trouver un changement de fonction inconnue permettant d'intégrer l'équation. 


4.11. — Déterminer les fonctions continues f telles que: 


VxeR l'rva = kx [re ae (keR) 
0 0 
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4.12. — Déterminer les fonctions derivabiles f: R — R telles que: 


; XV. fx FEYy 
VO y)eR Jo) — y) = ——Jf 
2 2 
(On commencera par montrer qu’une solution admet une dérivée seconde). 


4.13. — Résoudre les équations différentielles suivantes : 


Cabt — (3a — 2b)y] dt + [y + (2a — 3h] dy =0; y =et”; 
y == + ph 1 yy = Je + y: Ye + y? = y; 
y = Vy + t, (/y =2), y +y*)=2ty; 
{y — y» = y; (y+1yY = 4ry; 
3y"? y 
HUE SCENE Et 
t2y2 — Atyy + y? — 12 = 0; (ty — y)(ty — 2y) + 1? = 0; 
ty? = rt + y; y + y} — 3yy = 0; 
(x? — y*)dy — xy dx = 0; 3tyy — 1? — y? =0; (1 + 1/t)y — y = 0; 
(/ey + ty — (y — Dy =0 ;: 22a — py"= 1 + y?; 


(3x? + 6xy + 3y?) dx + (2x? + 3xy) dy = 0; ty — y = re + y? 
(e + py)(? + y?) = (2 — y? + 2yy); y°y" = 1 — y; 
1+y?2+2ty =0; y — 3yy? + y? = 0; 
(+ = y +3y; ty —-2y=t; 


(y? — 3x2)y dx + (x? — 3y*)x dy = O (étudier le support des arcs obtenus): 


ty" — y +y7)=0; (1 — y?)y" + yy? = 0; yy" + y? — y} =0; 
(yy" + y?) — yy = 0. 


4.14. — Utiliser un passage en coordonnées polaires pour résoudre : 
(ty — y}? — cos? of1 + y'?)(r? + y?) = 0; (ty — y} + y) = ty + y; 
L(ty — y) #y — t; 
(e dt + y dy}? — (et? + y? — a?)(dt? + dy?) cos? à = 0; 
Y*+y?—2yy" = 0; yy'{? + y?) + (y —1yŸ = 0: 
4y° (1 + y?) — (t + yyŸ = 0. 


S 
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
LINÉAIRES 


5.1. ÉTUDE DU CAS GÉNÉRAL 


5.1.1. Définition et application du théorème de Cauchy-Lipschitz 


1° DÉFINITION. — Soient E un espace de Banach, .Z(E) Palgèbre de Banach 
des endomorphismes continus de E, J un intervalle de R, g :J — Eetl:J — S(E) 
des applications continues. 

On appelle equation differentielle linéaire du premier ordre toute équation 
différentielle du type : 


y — l(t).y = gb) (L) 
On appelle équation différentielle homogène (ou « sans second membre ») 
associée à (L) l'équation : 


y — (t).y = 0 (H) 


Rappelons que, pour 7e E, {(t). y désigne l’image de y par {(t); d'autre part, conformément à 
l'abus de notation introduit au 4.1.7, 2°, le problème posé par (L) est la recherche de fonctions 
vérifiant, pour tout t d’un sous-intervalle I de J : o’(t) — It). o(t) = g(t). 


Il s’agit d'équations « résolues », y’ = f{(t, y),oùf: J x E — Eest continue, 
avec, selon le cas: 


JE y) = ().y + 90) où f(t y) = KE).y 
Dans les deux cas, on remarque: 


Vt&y,)2JEJxXEXE f(, y;) — f(t,y2) = (C1 — y2) 


et donc: 
V(, y, Y2)EJ xXEXE  [|f( ya) — SE y2)1 < MOI Ny: — y2il 
Ainsi f est lipschitzienne en y sur toute partie de J x E telle que {|[{(t)|| soit 
bornée. Plus précisément : 


2° THÉOREME. — Avec les notations du 1°, soit{(t,, y,)e J x E. Alorsil existe 


une et une seule solution de (L) qui soit définie sur J et prenne la valeur y, au point t.. 
Elle est évidemment maximale. 
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Soit 1 un intervalle compact tel que {t,} 1 © J; 1 x E est un cylin- 
dre de sécurité pour (to, Yo) ; 1 étant compact, | est bornée sur J (puisque conti- 
nue). On peut alors appliquer le théorème du 4.2.1, 2°; 1l existe une solution 
unique ®,: Î —E, vérifiant p{{t,) = y, On en déduit l’existence et l’unicité 
d’une solution maximale  : 1, — E vérifiant œ(t,) = yo (4.1.2, 4°). Comme on 
doit avoir I € 1, pour tout intervalle compact 1 tel que {t,} € 1 € J, il faut 
que 1, = J. 

Le théorème vaut pour (H); il suffit de prendre pour g la fonction nulle. 


— Le lecteur notera qu’il s’agit d’un théorème global : il donne l'existence 
et l’unicité d’une solution definie sur J du problème de Cauchy. 


CONVENTION. — Par solution de (L) (resp. (H)), nous entendrons désormais une 
solution définie sur J tout entier. 


3° Cas où dim E=n,neN*. — Le couple (E, e), où e =(e,, ...,e,) est 
une base de E, étant fixé, la donnée des applications continues ! et g d’un 


intervalle J de R dans Z(E)et E équivaut à la donnée des applications continues 
A:thla;t)let B:tr [f(0] de J dans #,(n) et .#x(n, 1) telles que : 


VteJ ([a(] = Mat ((); €) À ( bite; = T) 


L'étude et la résolution des équations différentielles : 


Y — (Et). y = 9) (L) 
Y' — A(t)Y = B(t) (A) 
et : Yi — D dj()y; = bit), 1<i<n (Z) 


dont les solutions prennent respectivement leurs valeurs dans E, .#,{(n, 1) et 
K”, sont trois aspects d’un même problème. 
n 


Plus précisément,t > Ÿ \;(t)e, est solution de (L) sur un sous-intervalle J 


i=1 
de J si et seulement si £ ++ ‘Ts, (t), ..., VW, (t) ] est solution de (A) sur I, et encore 
si et seulement si t > (\,(t), ..., W,(t)) est solution de (2) sur I. 
On dit que (2) est un système différentiel du premier ordre, scalaire et carré 
(de n équations à n inconnues y,, ..., y,, à valeurs dans K). 
Les mêmes considérations valent pour les équations homogènes associées 
à (L) et (A), ainsi que pour le système homogène associé à (Z). 


5.1.2. Structure de l’ensemble des solutions 


Nous reprenons les notations du 5.1.1, 1°. 


1° THÉORÈME. — L'ensemble S, des solutions de(L) est un sous-espace affine 


du K-espace vectoriel E”; sa direction est l’ensemble S, des solutions de (H). S,, est 
un sous-espace vectoriel de E” isomorphe à l’espace vectoriel E. 
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— Compte tenu de S, # @, la première partie du théorème est un résultat 
d’algèbre(I, 11.2.7, 2°) que l’on retient souvent sous la forme imagée suivante : la 
solution générale de (L) s’obtient en ajoutant à une solution particulière de (L) la 
solution générale de (H). 


— Soit t, fixé dans J; l'application @ + @({t,)est une application linéaire 
de S,, dans E; le théorème 5.1.1, 2° exprime qu’il s’agit d’un isomorphisme de S,, 
sur E. 0] 


Cas PARTICULIER. — Lorsque E est un espace vectoriel de dimension finie 
n > 0, l’ensemble des solutions de (L) (resp. de (H)) est un espace affine (resp. 
vectoriel) de dimension n. 


2° Application. — Soient @,, ..., @, des solutions de (H) et t,eJ fixé. Le 
rang du système (p,, ..., p,) d'éléments de S, est égal au rang du système 
(P:1 (to), : . ., Prfto)) d'éléments de E (un isomorphisme conserve le rang). Il en 
résulte que : 


Le rang de (@,(t), ..., @,(t)) est indépendant de te J. 


3 Cas où dmE=n, neN*. — La résolution de (H) se ramène à la 
recherche de n solutions p,, ..., p, telles que le système (@,, ..., @,) soit libre. 
La solution la plus générale de (H) est alors : 


PE D Ai ((Ajien, € K”). 
i=1 
Il s’agit donc de trouver, t,eJ étant fixé, n solutions telles que 
(@i(to), -.., P,(to)) soit libre. Notons qu’alors, pour tout te J, le système 


(@.(r), ..., p,(t)) est une base de E. 


e Wronskien. — Nous choisissons une base e de E. (Si E = K”,sauf mention 
expresse du contraire, on choisit la base canonique). 


DÉFINITION. — Soit (@,, ..., p,) un système de solutions de (H). On appelle 
matrice wronskienne de ce système (dans la base e) au point t, la matrice W(r) du 
système (p.(t), ..., ,(t)) de vecteurs de E dans la base e. Le déterminant w(t) de la 
matrice W(t) est dit déterminant wronskien (en abrégé: wronskien) du système 
(@;,,..., @,) au point t. 


Il résulte de ce qui prècéde que (.,, ..., p,)est une base de S,, siet seulement 
Si : 


H,€eJ wto) À 0 
On sait qu’alors: 


VteJ wt) 40 


PROPOSITION. — Soit w le wronskien du système (@,, ..., p,)ett, € J.Ona: 


VteJ w(t) = wto) exp (F tr ({(T)) ar) (1) 


fo 
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— Démontrons d’abord le résultat d’algèbre suivant : 


LEMME. — Soient E un espace vectoriel de dimension n, e une base de E, et 
u € Ÿ(E). Posons, pour tout (x,, ..., x,) € E”: 


RS D A 
i=1 


Alors : f = tr(u) det.. 


f est manifestement n-linéaire alternée, et donc f = Àdet, avec 
À = f(e,,...,e,) En se reportant à l'étude de Ia trace d'un 
endomorphisme (1.12.2.1, 3°) et en utilisant M — Mat (u; e) on vérifie aisément 
À = tr(u). C0 

— Considérons w:t + det, (p,(t}), ..., w,(t})). D’après les propriétés des 
opérations sur les applications dérivables (III, 4.1.2, 2°), on constate que w est 
dérivable, et comme, par hypothèse, @{r) = {{t).w{t), il vient: 


w'(t) — > det, (@,(t), .….., P;- 1(t), I(t).o{(t), P;+ it), ….…, O,(t)) 


i=1 
et, d’après le lemme: 
W'(t) = tr ((t)w(t) 


La 
— Enfin, par dérivation de t +-w(t) exp ( - | 


f 


aisément (1). O 


tr ({(t)) à) on vérifie 


REMARQUES. - a) L'expression du wronskien permet de retrouver : 
w£ÉO<(VteTJ wt) # 0) 


b) Les propriétés du wronskien d’un système de solutions de (H) ne s'étendent pas sans 


précautions. Soit en effet (@,,...,,) un système quelconque d’éléments de E/; associons-lui 
l'application : 


w: JE t + det,(p(t), ..., @,{t)) 


Si le système est lié, l'application est nulle, maïs la réciproque est fausse, ainsi que le montre le 
contre-exemple suivant : 


E = R°,J=R, qilt) = (0,r), pr) = (0, |rl) 


4° Généralisation. — Ce sous-paragraphe peut être réservé à une seconde lecture : 11 concerne le 
cas où l'espace de Banuch E est quelconque. 
Associons à (H) l'équation différentielle 


R'={UW{t)R (2) 


sur l’espace de Banach Z{(E). Il s’agit de rechercher les applications dérivables R: J — ${E) 
vérifiant : 
VteJ R'(t) = {(t)°R(t) 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Étant donné t, € J, il existe une, et une seule application de / dans 
Ÿ(E), notée R,, qui soit solution de (2) et vérifie en outre: R, (f,) = Id£. On l'appelle résolvante en t, de 
l'équation différentielle (H). 
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Montrons que (2) est une équation différentielle linéaire homogène; le théorème en résuitera. 
L'équation s'écrit : 
Y' = L(t).Y 

en posant, pour Ye ?(E) : L(t).Ÿ = l(t)oŸ. 

Pour t e J donné, L(t) est manifestement un endomorphisme de Z(E); d’autre part, pour tout 
Ye P{(E),Il{(t)oY|| < I(HITIIYII et donc cet endomorphisme Lit) est continu, (et même 
IL GI < IEC). 

Keste à prouver la continuité de l'application L : J + S(S(E)). On constate : 


Vtt, YEJXJXE HL(t,).Y — Lt). YA < IE(E,) — (2) YA 
et donc : 


V(t,, 12) € J° IL(E,) — L(e,)] < ICE) — Et) Ü 


THÉORÈME I. — La solution de (H) vérifiant œ(rf.) = y, est définie par : 


VteJ ot) = Ri).Yo 
Considérons @: J —E définie par (t) = R,(t).Yo. On a: to) = Idg.yo = Yo et 
@'(t) = R,.(t). Yo (dérivation d’un produit). On en déduit : 


p'() = (() © R, ().yo = (1). p(r) Û 


Application. — Reprenons (pour t, € J fixé) l’isomorphisme d'espaces vectoriels @ + @(t,) de 
SH Sur E. Nous supposerons ici J = [a, b], ce qui permet de munir S,, de la norme de la convergence 
uniforme, notée ||.||... 


Ona :Ilp(to)ll < Ilpll.,et doncp — p(ro) est continue. Inversement, R, étant continue sur le 
compact J, on dispose de : 


M = sup IR, (0)]| 
teJ 


De: (t) = R,,(r).p{t,) on déduit [lpll. < Milp(o)li. 

Ainsi @ ——®{t,) est un isomorphisme d’e.v.n. 

En d’autres termes, la solution @ dépend continûment (et linéairement) de la valeur initiale y, 
(pour t, € J fixé). 


THÉORÈME II. — Pour tout (£,,t,,1,)e J° on a: 

R, (12) nu R, (t2) ‘ R, (t:); 
R,(t,)elsom (E,E); (R, (1) 7" = Ri(to) 

Montrons la première assertion, les autres s’en déduisant en faisant 1, =t,. Posons 
Qu) = R, (rt): R, (ft) On constate: Q'(r) = {(t)  Q(t). D'autre part Q(r,) = KR, (t:) puisque 
R,.(t;) = Idg. Autrement dit, R, et Q sont deux solutions de (2) qui prennent la même valeur pour 
t=t,. Ona donc R, = Q(5.1.1, 2’) O0 


Faisons maintenant le lien entre les notions de résolvante et de matrice wronskienne, dans le 
cas où E est un espace vectoriel de dimension finie ñn > 0. Nous avons alors: 


THÉORÈME. — Soient t, un point de J,(@,, ..., @,)une base de S,,, e une base de FE, et W la matrice 
wronskienne correspondante. Alors : 


VteJ Mat(R,t); e) = WMiXWio)) ” 


On sait que:VteJ VieN, ft) = R, (t).Pito). 
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Il en résulte que la matricé qui représente R, (t) dans la base (@;ffo));en, est la matrice du système 
(@i(t}}ien, dans la base (;(fo));en; à Savoir (W{to))7* W{(t). Or, par changement de bases : 


Mat (R, (1); e) = Wts) Mat (R, (rt); (Pdo)ien,) (Mo) 0 


COROLLAIRE. — VteJ det R, (1) = exp (| tr ({(t)) de.) 


{0 


Il suffit d'utiliser la formule (1) de 5.1.2, 3°. 


5.1.3. Méthode de la variation des constantes 


Nous reprenons les notations du 5.1.1, 1°,et nous supposons ici que l’on sait 
résoudre l'équation différentielle homogène : 


y —i(t).y =0 (H} 
Nous'allons montrer que, dans ce cas, le calcul des solutions de 
y — i(t).y = g0) (D 
se ramène à quadratures, i.e. à des calculs de primitives d’applications continues. 


REMARQUES. — a) Tout calcul est inutile lorsqu'on connait en outre une solution de (L). 


b) Dans la pratique, la résolution de (H) n’est pas simple. Nous citerons plus loin des cas dans 
lesquels elle est possible. 


1° Cas général. — Ce sous paragraphe peut être laissé de côté en première lecture. Il utilise les 
résultats du 5.1.2, 4° dont nous reprenons les notations. 


Par hypothèse, pour tout t € J la résolvante en t de l’équation (H) est connue. 


THÉORÈME. — Soit (6, yo) € J x E. L'unique solution @: J — E de (L) telle que p{to) = Yo est 
définie par : 


VteJ ot) = R, (t).Yo + [ R,{t).g{u) du 
tu 
Nous connaissons déjà l'existence et l’unicité de @. Posons, pour t e J': 
9e) = (R, (0)! QUE), c’est-à-dire li) = R,(r).8(1) (1) 


ce qui est légitime puisque R, (t) e Isom (E, E). 
6 est dérivable (II, 8.5.3, 1° application) et l’on a: 


VteJ gt) = R,(r).0"(1) + R;(r).8(1) 
En utilisant R,(t) = {(t) © R, (1), ce qui entraîne R,,(#).8(f) = 1(#).(r), on en déduit : 
9'() = (R,(r) ‘.g(t)}, ce quis’écrit: 6’{r) = R{(to).glt) 


8" est manifestement continue. En utilisant 6(1,) = œ(to) = yo, on a donc: 


8(E) = Yo + [ R{to)-g(u) du 


to 
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D'où, en utilisant (1) et la proposition III du III.6.2.2: 
QU) = R, (0). Yo + | | (RU) » Riio)).gtu) du 
Mais: R, (1) © R,to) = R{(t). | Q 


REMARQUES. — a) @ apparaît ainsi comme somme de la solution de (H) qui prend ia valeur y, 
pour t = t, et de la solution de (L) nulle pour t = £4. 


b) Cette solution t | R,(t).g(u) du de (L) dépend linéairement de g. On retrouve le 


to 
« principe de superposition des solutions » (1.11.2.1, 3°) très utile dans la pratique. 


© RÉCIPROQUE. — Soient E un espace de Banach, J un intervalle de R, v :J — Eetu :J — S(E) 
des applications de classe C!, u étant à valeurs dans l’ensemble des éléments inversibles de Z(E). 
Alors la famille (p,),.- des applications : 


p:J—E tt u(t). À + v(t) 
est l’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire du premier ordre. 


— Soit ÀeE; p, admet l'application dérivée continue £ ++ u'(t). À + v'(t). 
Pour tout te J, nous avons : 


(u(e))7*. (pat) — v(e)) = À 
et donc : 
pit) = (u/(t) © (u(r)) 7? . (pA(E) — v(é)) + v'(t) 


— L'application {+ (u(t))} =! de J dans Z(E) est dérivable, et donc continue (d’après 
IIL.8.5.3, 1°). 
Les applications l : J + Z(E) et g : J — E définies par : 


1e) = w'()o(u(e)) 7 et g(t) = — 1). ve) + v'(t) 
sont donc continues et, pour tout Àe E, p, est une solution de l'équation différentielle : 
y — (0). y = gt) (L) 
— Inversement, pour tout (t,, yo)eJ X E, la solution de (L) sur J qui prend la valeur y, au 


point f{, n'est autre que @,,, avec : 


ko = (u(to)) * . (Yo — v(to)) me 


2° Cas de la dimension finie. —- On suppose dim E = n,(n > 0), et on 
rapporte E à une base e. W désigne toujours la matrice wronskienne, et S$, 
l’espace des solutions de (H). Par hypothèse, une base (@,, ...,w,) de S,, est 
connue. 


a) LEMME. — Soit (@,, ..., @,) une base de S,.. Toute application de classe C* 
(resp. continue) f: J — E s'écrit de manière unique: 


f= > kw: (2) 


= 1 


où les À,: J — K (ie N,) sont des applications de classe C”° (resp. continues). 
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Posons f{(t) — ÿ f{t}e; et : 
| A(t) | 
A& = | : 
À, (1) 


Ji) 
VteJ | = WOA(G 


{0 


La matrice W{(t) étant inversible (5.1.2, 3°), les À; sont uniquement détermi- 
nés par : 


L'égalité (2) s'écrit : 


fi 
VteJ At) = (W()) 0 
AU) 


b) Variation des constantes. — Une base (p,, ..., o,) de S,, étant connue, 


le lemme permet de chercher les solutions de (L) sous la forme @ = ) À,p; où 
(Ain, est une famille d'applications de classe C 1 de J dans K. i=1 


Ÿ À;w; est solution si, et seulement si les À; vérifient : 


i=1 


M = 


À; = g (3) 


i=1 


Mais, d’après le lemme, l’application g s'écrit, de manière unique 
g = >» Hi; 
i=1 


où les Li; sont des applications continues de J dans K. 
La condition (3) s'écrit: Vie N, À; = p.. 
Le calcul des À; est ramené à la recherche des primitives des p.. 


EXEMPLE. — Résoudre le système suivant, dans lequel x et y désignent des fonctions à valeurs 
réelles: 


dx 
NS eee 
t 
rs (L) 
(2 + 1)— = — x + ty + 3 
dt 
Ici E = R?,J=R. 
Considérons d’abord le système homogène : 
dx 
(t? + 1)— =1x + y 
dt 
(H) 


dy 
Re 
t 
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Nous constatons que t (1, — t) et t (ft, 1) sont solutions. Il s’agit manifestement de 
solutions indépendantes; d’ailleurs. 


1 0 


“0 = | ET 
0 1 


(L'exemple du 5.1.4, 2° nous permettra de retrouver ce résultat.) 


Cherchons les solutions de (L\sous la forme : x = À + pt,y = — Àt + u. Nous obtenons (avec 
les abus de.notation classiques): 


(2 + DA +ut) = 22 — 1; (1 +1)(- À't + up) = 3t 


À titre de vérification nous constatons que les termes en À et y disparaissent. Il vient : 
— | 2t 

À' = u = 

1 +r? 1 + tr? 


D'où la solution générale de (L): 
x = a + Br — Arctgt +1 Log(t? + 1) 
y = — ot + B ++ Arctgt + Log(r? + 1) 


avec (a, B)e R?. 
REMARQUE. — Si l’on connaît une solution W de (L), tout calcul est inutile 
n 


dès qu’on a résolu (H). Les solutions de (L) sont les applications VW + ÿ œ;, 
i=1 
avec (@,, ...,a,)e K”. 


3° Extension de la méthode de variation des constantes. — Nous nous 
plaçons encore dans le cas où dim E = n, (n > 0). Nous supposons connu un 
système libre (p;, ...,p,) d'éléments de S4. Le cas p = n ayant été traité, nous 
pouvons nous limiter à: p <n. 

Nous savons, grâce à lisomorphisme @ +> p{t.), que pour tout te, 
(@:(0), ..., p,()) est libre. 


Fixons t,€J. D’après le théorème de la base incomplète, il existe des 
vecteurs e,,,, ..., e, de E tels que : 


E(to) = (Po), - . …, Plto Ep+1> - - ., €,) est une base de E 
À tout te J associons la famille de vecteurs de E : 
E(t) Es (p1 (+), vase Pt), Ep+1) 03 en) 


et son déterminant A(t) dans une base donnée de E; À : J > K est continue 
et A(to) À 0; il existe donc un sous-intervalle J, de J contenant t, (dépendant 
en général de t,) sur lequel À ne prend pas la valeur 0; pour tout teJ,, e(t) 
est une base de E. 

Opérons par analogie avec la variation des constantes : nous cherchons 
les solutions de (H) (ou directement de (L)) définies sur J, sous la forme : 


P n 
p= D hMp+ D de, 
i=1 


i=p+i 
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où les À, sont des applications dérivables de J, dans K (exclusivement dans 
cette égalité et dans la suivante, e, désigne l’application constante t = e, de J, 
dans E). 


Nous avons: 


P P n 
— D ip, + D À; + D À;e; 


i=1 i=1 i=p+i 
et: 
P n 
(e).o(0) = X Apr) + À AXH((E).e) 
i=1 j=p+i 
Donc w est solution (définie sur J,) de (H) — par exemple — siet seulement 
SI : 


eo À MOE + . HUE = È AU e) (1) 


Pour je{p+1,...,n} donné, notons . les coordonnées de 
I(£) . e; dans la base &(f), te J. Le second membre de (1) s'écrit : 


LOS ou0)o0+ À CE voue)e 


i=p+1i \j=p+li 
et (1) devient : 
VteJ, X;(t) = ÿ AjGu(t), 1<i<n (2) 
J=pt+i 


où les applications continues u;; : J, > K sont connues. 

Les n-p dernières équations de (2) constituent un système différentiel carré 
de n-p équations différentielles à inconnues scalaires À,,,, ..., À,. Autrement 
dit nous sommes ramenés à une équation différentielle linéaire sur K””?. Si 
nous savons la résoudre (nous montrerons au 5.1.4 que c’est le cas si p = n — Î) 
les À,, ..., À, S'obtiennent par des quadratures. 


EXEMPLE. — Résoudre le système homogène (dans lequel E = R? et J = R): 


dx dy 
t+1)—= —t s (2 +1) — = ty. 
+= -t+y (+1) = x + ty 


| Re 1 0 
On remarque que t += (1,t) est une solution particulière. De 4 # 0 pour tout tER, on 


déduit la possibilité de chercher (avec ici J, = R)} les solutions sous la forme : (À, Àt + L), où et y sont 
des applications de R dans R (avec les abus de notation habituels). On obtient : 


du 


20 
dt 


(e? + The = Hi 
de 


D'où les solutions : 


x = à Arctgt +8 y = al + t Arctgt) + fr 
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5.1.4. Une classe d’équations dont la résolution se ramène 
à des quadratures 


1° L’équation linéaire scalaire du premier ordre. — Ici E = K (R ou C). 
Nous considérons les équations différentielles : 


(H) Y'—1@).y=0;  y'—1I(). y = g() (L) 


où let g sont des applications continues de J dans K, données. Le signe (.) est 
ici celui de la multiplication dans K; nous l'avons conservé en vue du 2°, mais, 
dans la pratique, on le supprime (et on peut utiliser la commutativité de la 
multiplication dans K). 


THÉORÈME. — Pour tout (t,, y,)eJ x E, il existe une et une seule solution 
de (H) [resp. (L) ] qui est définie sur J et prend la valeur y, au point t,. Elle s’écrit : 


tr Ce ( [ic à) Yo 
resp ‘th (exp ( [60 ar) - Yo + | (er | 1) 3) . g(1) | 


Elle est évidemment maximale. 
Soit « la primitive de ! sur J qui est définie par : 


VteJ o(t) = | 1) dt 


En utilisant : (e-"®%)"1 = et), pour tout te J on peut écrire (L) sous la forme : 


e 0 .,(y —-1H.»=e°0.g0 (1) 
La dérivée de te" étant re —e 0%, J(r), (1) s'écrit : 
: dy d 2 
of) 7 —_e7%)) | y — ot) Qt 2 
e + (Re ) e-%0. g(t) @) 
et donc, classiquement : 
SL (e-%0. y) = e 20. gt) @) 


D'où l'unique solution définie sur J au problème de Cauchy en (£,, yo) pour (L) : 


t 
te"), (re + | e "9, g(r) ér) 
Le 


O0 


(H) correspond au cas où l’application g est nulle. (a) 


(') Si K = C, on utilise la proposition du 3.2.1, 2°. 
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2° Généraksation. — Nous reprenons les équations (L) et (H) du 5.1.1, 1° 
en nous limitant au cas où g : J — E est continue et où Î : J — Æ(E)est non 
seulement continue mais vérifie l'hypothèse supplémentaire : 

ï) Pour tout (t:,t,)eJ?, les endomorphismes I(t,) et l(t,) commutent. 
Nous ne faisons aucune hypothèse sur dim E. 


THÉORÈME. — Dans ces conditions, le théorème du 1° est valable. 


Les seules modifications à apporter à la démonstration du 1° sont : 
— On passe de (1) à (2) en utilisant (cf. complément du 3.4.2, 2°) : 
d 


ae = —e % 0 J(t) 


— On passe de (2) à (3) en utilisant (cf. théorème du EEL.4.1.2, 2°) : si f et sont des applications 
dérivables de J dans S(E) et E, alors l'application t > f{(t) . œ(t) de J dans E est dérivable et : 


d 
… 0). pt) = f'() . PO) + FE). PO 


REMARQUES. — a) Pour les équations considérées, nous avons démontré le théorème du 
5.1.1, 2° sans utiliser Cauchy-Lipschitz. 


b) La condition i) du 2° est remplie dans le cas des équations scalaires du 1°, et aussi dans le cas 
— qui sera étudié au 5. 2.7 — où l’application / est constante. 


c) Dans la pratique, on commence par résoudre (H) et on recherche les solutions de (L) sous 
la forme t ++ e%). A (1), où l'application À : J + E est de classe C!:; elle est fournie par : 


VteJ \'(D=e "%®., g(t) 


C’est la méthode de variation de la constante. 
d) Pour le lecteur ayant étudié 5.1.2, 4°, il aurait suffi de remarquer que, d’après : 


d 
ge" = 10 » et, 


la résolvante en t,, solution R,, de R’ = {(t) ° R qui vérifie R,,(t,) = Id;, n'est autre que t + et), 
et d'appliquer le théorème du S.1.3., 1°. 


© EXEMPLE. — Avec E = R? et J = R, résoudre le problème de Cauchy pour : 
x a(t) — b(t) || x 
y b() a(t)[Ly 
où a et b sont des applications continues de R dans R, données. 
En notant xe, + ye, = y, on se ramène à y’ = {(t). y, où {(t) est une similitude directe 
de R? muni de sa structure euclidienne canonique. La condition i) est donc remplie. 


En posant z = x + iy, on se ramène à z’ = (a(t) + ib(t})z, équation homogène scalaire (avec 
K = €), dont, d’après 1°, la solution définie sur R et prenant la valeur x, + iy, au point t, est : 


tr e40 (cos B(t) + i sin B(t){xo + io) 


où À et B sont les primitives de a et b qui prennent la valeur 0 au point 1,. 
La solution du problème de Cauchy pour (H) en (14, ‘[xoYo]) est donc : 


Nr LS B(t) — sin B(t) || xo 
© sin B( cos 8 ||» 
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C’est ainsi que, dans l’équation (H) étudiée au 5.1.3, 2° b), on a : 
a(t) = tft? +1); b(t) = — 1/(t? + 1) et, en adoptant t, = 0: 


A(t) = Log ,/t? +1; B(t)= — Arctgt 
e40 = (2 +1)/2; cos B()=(t? +1) 1/2; sin B(t) = — t(e? + 1)7 1/2 


La solution générale de (H) est donc donnée par : 


[hf es 


Nous revenons aux équations scalaires. 4 


3° Raccordement des solutions. — Commençons par un exemple. 


Soit : (t2 — 4)y' + ty = 2. Ici J est l’un des intervalles ] — oo, — 2[, ] — 2,21, ]2, + of; on 
est ainsi dans les conditions de la théorie générale. 


L'équation homogène est : y = y. Ses solutions sont t a// lt? — 4] (xe R). Cherchons 


4 — rt? 
donc les solutions de l'équation complète sous la forme 


tt) Vie — 4 


Si on remarque que, dans le calcul, le terme À{t) doit disparaitre, on voit qu'il est inutile 
d’expliciter la dérivée de t +1 Ne jt? — 4. Il ne reste que: 


(«? — 4 
, 
Vi — 4 
— SoitJ = ]—-2, + 2[.Icaii = — 2// 4 — t?. Les solutions de l'équation différentielle sont 


alors : 
a + 2 Arc cos {(t/2) 


Ja-" 


— Soit J = ]— w, — 2[ ou ]2, + of. Posons € = sgn(t), (constant pour J choisi). Ici 


ts 


€ R) 


\' = 2/ * t? — 4 et les solutions sont: 
B, + 2e Arg ch(et/2) 
D —————_—— 


Vtt -4 


— Cherchons s’il existe une solution sur ]— 2, + œf[. Une telle solution devant être continue 
2 Arc cos (t/2) 
en t = 2, sa restriction à | — 2, + 2[ ne peut être que t 3 ——— 
on a: Var 
œ + 2 Arc cos (t/2) 
1—2,1<2 /4 _— ft? . 


(suivant le signe de o). 
Pour les mêmes raisons, sa restriction à ]2, + æ{[ ne peut être que: 


t € R) 


. En effet, pour «à # O, 


{— ©, + œ} 


2 Arg ch(t/2) 


Jr -4 


t 
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Inversement on vérifie que @: ]— 2, + æ[ — R définie par: 


Vte]— 2, +2[ fr) = 2 Arc cos(t/2)/./4 — 1? 
(2) = 1 
Vte]2, + o[  œ(t) = 2 Argch(r/2){/r? — 4 


est solution de (1? — 4)y' + ty = 2 (penser à vérifier la dérivabilité en t = 2). Il s’agit donc de 
l'unique solution définie sur ]— 2, + œl. 


Si on remarque que lim {r) = + 00, cn constate qu'il n'existe pas de solution définie 
t—-2,1> —2 
sur R. 
Par contre on aurait pu, de façon analogue, trouver une unique solution définie sur ]— oo, 2[. 


e En nous inspirant de l'exercice précédent, nous allons étudier, plus 
généralement, l'équation : 


a(t)y" — b(t)y = c(t) (1) 


où a, b, c sont des applications continues de J dans R. 

Nous supposerons qu'il existe t, e J tel que a(t,) = 0 et a(t) # 0 pour 
te J\{t,}. Nous poserons JF, = ]— oo, t,{[ N Jet J, = ]to, + of" J. Enfin 
nous supposerons t, € J, afin que J, # Set J, # @.(Le lecteur modiferait en 
conséquence ce qui va suivre si J, ou J', était vide). 

Remarquons que, la fonction a étant continue et ne s’annulant pas sur J, et 
J,, elle garde un signe constant sur chacun de ces intervalles. 

Fixons (t,,t,)eJ, x J,. Pour tout (y;, y,)e K? posons, pour ie N, : 


_ ‘b(u) ‘clu) “  b(E) 
so n([ a+ [a 1 al 


IH s’agit de l'unique solution @;: J; — R de (1) vérifiant @{t;) = y; (ie Ni). 
Le problème consiste alors à choisir y, et y, pour « raccorder » @, et @, de 
part et d’autre de t,. 


du 
a) Supposons les intégrales | — convergentes (i e N,). On constate alors 
{ 


: a(u) 
ns : . ‘° f(u) 
que pour toute application f continue sur J, LU {t,}, l'intégrale at) du est 
t: 
À (u) M 
convergente (elle est même absolument convergente car || < , avec 
a(u)}  la(u) 
M = sup |f(u)| et a(u) garde un signe constant). 
uelt, to] 
u b , 
En particulier u | — Le dé est continue sur J, L {t,},et l'intégrale 
{; a 


” #“  b(#) c(u) 
| (|. : ae de) FT 
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converge. Notons à, sa valeur. On a ainsi : 


lim {t) = (y: + ei 


t—to le), 


en notant 


Pour « raccorder » les deux solutions @, et 6,, nous devons donc choisir y, 
et y, de sorte que : 


(1 + œ)e'1 = (ÿ2 + œ)e'2. 


On peut choisir y, (resp. y,) arbitrairement, y, (resp. y.) étant alors 
uniquement déterminé. 

On obtient ainsi une application continue @: J — K telle que @[J, = æ..Il 
reste à regarder si @ est dérivable en t,, la condition 


a(to)® (to) — b(to)P(to) = C(to) 
étant alors automatiquement vérifiée ; en effet, par définition de : 


dre = ONU + 61) 
et donc, si 


bfto)@(to) + ct) £ 0, alors lim œ'{t}e{— æ, + wo} 


tot, 


ce qui entrainerait la non-dérivabilité de @ en t, (théorème des accroissements 
finis). 


Cette dérivabilité n'est pas acquise a priori (voir exemple ci-dessous). 
Remarquons cependant que: 


b 
VteJ\{to} ot) = a ot) + se 


et donc si b/a et c/a ont une limite lorsque t tend vers t,(t # t,), alors @ est 
dérivable en t, et est donc solution de (1). 


REMARQUE. — Dans ce dernier cas, désignons par B et y les fonctions obtenues par 
prolongement par continuité en t, de b/a et c/a. L'équation (1) est alors équivalente à 
y — B{t}y = y{t} avec B et y continues. On retombe sur le cas de la théorie générale. 


fe du 
EN RÉSUMÉ, si les intégrales | —— convergent (ie N,), alors quel que soit 
. a(u 


(t,u)eJ x R, il existe une unique application continue o : J > R vérifiant 
o(t) = u et solution de (1) sur chacun des intervalles J, et J;. 
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Si, de plus, @ est dérivable en t, alors G est solution de (1) sur J tout entier. 


EXEMPLE : 


Viiy =y=1 (1) 


Sur R*, on a les solutions: t —»— 1 + Ae2vi 


Sur R*, on a les solutions: t —+— 1 + L'e2V"1 

Pour tout {t,u)e R°, il existe une et une seule application continue @: R — R, vérifiant 
p(t) = Li, solution de (1) sur R* et sur R*: À et À’ ont alors une valeur commune {qui dépend de 
(tr, 1)). Si cette valeur commune n'est pas 0, @ n’est pas dérivable en 0. La seule solution de (1) définie 
sur R est donc la fonction constante t > — 1. 


b) Supposons que les intégrales | 0 divergent (ie N,) (le cas ou l’une 
. au 


0] ! a , 
converge et l’autre diverge est rare dans la pratique. Nous n’en parlerons pas). 
Sans faire d'étude détaillée de ce cas, signalons deux situations qui se rencontrent 
souvent : 


‘hb 
— PourienN,, lim | ni du = + 00. C’est le cas, par exemple, si,au 


l—to Ed, t; a(u) 
voisinage de t,,a(t) = k(t — t,), et si b(to)/k < 0. 
On constate alors que la seule possibilité de « raccorder » @, et , est de 


choisir : 
___ fr “ b(E) 
0 | au) ex ( | — aË) ae) _. 


(à condition, naturellement, que cette dernière intégrale converge). Il existe donc 
au plus une application continue de J dans R solution de (1) sur J, et sur J,, et 
donc a fortiori au plus une solution de (1) définie sur J. 

C’est la situation rencontrée dans l’exemple du 2°. 


t 
— Pour ieN,, lim 2) à 
t—to 1€, t; a(u) 


au voisinage de t,, a(t) — k(t — t,)) et si b(to)/k > 0. 
On constate alors que les solutions de l’équation homogène : 


‘b{u) 
t y, exp ( 0 du) 


se raccordent toutes par continuité en t = t, (sans que la dérivabilité soit 
assurée). Donc s’il existe une application continue de J dans R solution de (1) 
pour t £t,, alors il en existe une infinité (dépendant de deux constantes 
arbitraires). 


u = — 00. C'est le cas, par exemple si, 


EXEMPLE. — Considérons (4 — 1?)y' + ty = 2. 


Les solutions de l'équation homogène sont t a lt? — 4j, sur chacun des intervalles 
J— co, — 2[, ]— 2, 2[, ]2, + of. On constate d'autre part que t 1/2 est solution de 
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S.1.5 
l'équation complète. C’est la seule solution sur R entier. Par ailleurs il y a une infinité d’applications 
continues 0: R — R, solutions pour t # { — 2, 2}, à savoir: 

Ar) = 1/2 + a/r2 — à pour te ]— ©, — 2]; 


{t) =1/2+8B/4—12 pour teL- 72,2]; 
O(t) = 1/2 + Ye — à pour te [2, + œolf. 


YŸ 


T 


F1G. 19. 


5.1.5. Équations différentielles linéaires scalaires d’ordre # 


1° Généralités. — Nous étudions dans ce paragraphe les équations ‘!: 
(L) 


y + ay 0 +... + a (t)y = b(t) 
(H) 


y + a (t}y +... + a(t)y = 0 


où a{(i e N,)et b sont des applications continues de l’intervalle J de R dans K. Par 
solution de (L) (resp. (H)} nous entendons une solution définie sur J tout entier. 


(*) Nous nous limitons ici aux inconnues scalaires. Le lecteur rencontrera en exercice des 
équations différentielles d'ordre n à inconnues vectorielles, ou, ce qui revient au même, des systèmes 


différentiels d'ordre n. 
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L’équation (L) s'écrit matriciellement : 


y 0 1 fes (4) y 0 

y" 0 0 ni 0 y 0 

| 21: [+ l: [uw 
pr (4 0 1 l'A 0 


y") — a,{t) —a,-;(t) — ai(t) dci b(t) 
ou encore, avec des notations évidentes : 
Y' = A(DY + B(t) (A) 


De même, (H) s'écrit matriciellement : 
Ÿ' = A(t) Y (Q) 


Ce sont des équations linéaires du premier ordre dans l’espace .#,(n, 1), 
espace que nous identifierons (par commodité) à l’espace K”. 

Dans ce qui suit, nous désignerons par u : K" — K la première projection 
(x, ...,Xx,) M x1. 


PROPOSITION. — Soit S, l’espace vectoriel des solutions de (Q). L'application 
D ++ u ° D de S, dans K° est une application linéaire injective. Son image est 
l’ensemble S, des solutions de (H), qui est ainsi un sous-espace de dimension n de 
K”’, L'ensemble S, des solutions de (L)est un sous-espace affine de dimension n de 
K?. 


Montrons l’injectivité, le reste étant connu ou évident. : 
Soit D=(p,...,p,)eS, On a p=wp,,(iEeN, ,)} et donc 
D = (p,,wp1,...,p%" !).Ilenrésultequesiu + D = p, est l'application nulle de 
J dans K, alors ® est l’application nulle de J dans K”. C] 
On en déduit, sans difficulté : 


CoroOLLAIRE I. — Le rang d’un système (®,, .. ., ®,) de solutions de (Q) est 
égal au rang du système (@,, ..., @,), avec @, = u © D. En particulier (®,, ...,,) 
est une base de S, si et seulement si (@,, ..., @,) est une base de S,. 


CoRoOLLAIRE II. — Soit (44, Yo, Vos - --, y& }eJ x K”,. Alors il existe une 
unique solution @ : J — K de (L)|(resp. de (H)) telle que : p“{(t,) = y$ pour 
O<k<n— Il. 


2° Méthode de variation des constantes. 


DÉFINITION. — Étant donné le système (w,, ..., o,) de solutions de (H), on 
appelle matrice wronskienne au point t de ce système, la matrice wronskienne en t 
du système (®D,,...,®,), (dans la base canonique de K”), avec : 


VieN, uodD="vp, et D;eSa. 
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Il s’agit donc de la matrice : 


Pt) ... Palt) 

pi () pu) 
W{r) = : 

pr (0) (9) 


Notons encore : w(t) = det W{t). Il résulte du corollaire ci-dessus et du 
5.1.2, 3°, que (Y,, ..., @,)est une base de S,, si et seulement s’il existe t, € J tel 
que w(t,) # 0, et que dans ce cas : 


VteJ w(t) 4 0. 
La trace de A(t) étant — a,(t), on a : 
t 
w(t) = w(to) Exp (| — a,(t) à) 
to 
e Soit alors (@,, ..., @,) une base de S,.. Associons-lui la base (D,, ..., D,) de 
So (u © D, = w;). La méthode de variation des constantes revient à chercher les 
solutions de (A) sous la forme ® = Y À;®, avec À, : J — K. 


i= 1] 


Les À, sont déterminées par : 
À; (0) _ 
= [W()]7" B() 
À, (£) 
Les solutions de (L) se déduisent de celles de A. 


Dans la pratique, cela revient à chercher les solutions de (L) sous la forme 


p= ) À, avec : 


i= 1 


p# = Ÿ Apf pour O<k<n—]Il. 


i=1 


EXEMPLE. — Résoudre : 


y" +y=tg"t (L) 


T T 
Ici J est l’un quelconque des J, : | — — + kT, — + ex, ke Z. Nous disposons des solutions 
2 2 


@, = cos et p, = Sin de (H), qui constituent une base de S,, puisque : 


cost sint 
VteJ, 
— sint cost 
Cherchons les solutions de (L) sous la forme : @ = À, cos + À, sin, avec g’= — À, sin + À, cos, ce 


qui s'écrit : À, cos + À, sin = 0. 
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On calcule : 
p" + p = — À, sin + À; cos 
et on en déduit que les applications À. et À, de J, dans R sont déterminées par : 
(À, cos + À! sin = 0) À (— À; sin + À; cos = tg°) 
c'est-à-dire par : 
(À, = — sin’/cos?) « (À; = sin’/cos) 
Le lecteur en déduira que les solutions de (L) sur J, s'écrivent: 


(+1) 
t&| - +- 
2 4 


t —acost + Bsint — 2 + sint Log 


3° Cas particuliers. — La résolution d’une équation différentielle linéaire 
(L)d’ordre n(n > 2)est subordonnée à celle de l'équation homogène associée (H). 

En dehors du cas important où les a; sont constants, que nous étudierons au 
5.2, citons ici quelques cas dans lesquels on sait résoudre. 


a) Cas où l'on connaît p solutions particulières indépendantes de (H). — Il 
peut être possible d’abaisser l’ordre de l'équation à n — p, en adaptant la 
méthode exposée au 5.1.3, 3°. Cette situation est illustrée dans l'exemple suivant : 


EXEMPLE. — Résoudre : 
{@t +1)" —-2y —-(t-1)y =te" (1) 


Ici J est J, = ]— oo, — 1[ ou J, = ]— 1, + of. On constate que @, : t + e' est solution de 
l'équation homogène (H). En raisonnant comme au 5.1.4, 4°, on cherche un vecteur e, e K° tel que le 
système ((p.,(t), p(t}}, e,) soit libre pour tout t. On constate en utilisant: 


e! 


vteJ 


fl 
# 0 
e' 0 
que e, = (1, 0) convient. On cherche donc les solutions de (L) sous la forme: 
y{t) = Althe' + pt) avec  y'(t) = At} 
En reportant dans l’équation (L); il vient: 
(te + L)A'{thet — (t — l)p(t) = te ‘; l'{the' + p'(t) = 0 
Le lecteur en déduira que les solutions de (L) définies sur J, (resp. J,) s'écrivent : 


t+1 


y(t) = «(212 + 6t + She" + Be! + e 


Il constatera que, en accord avec la proposition du 1”, l’ensemble de ces solutions est un sous- 
espace affine de dimension 2 de R‘: (resp. R‘2). 


® Montrons qu'il existe des solutions définies sur R entier. 
Une telle solution doit vérifier : 


y(— 1} = œe + Be”; yY'{— 1) = ae + Be! + e/2; y'(— 1) = œe + Be! —-e 
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Ainsi les solutions définies sur J, et J, et correspondant respectivement à («,, B,)et (œ,, B,} se 
« raccordent au point — 1 » si, et seulement si: 


ae + Pie ! = œe + Be !. 


Il en résults que, si on travaille sur R, il existe des solutions mais que : 


— le problème de Cauchy en (t,, Yo, yo), avec t, # — 1 admet une infinité de solutions, 

— Je problème de Cauchy en (— 1, ys, yo) n’admet pas de solution si y, — y, # e/2, et admet 
une infinité de solutions si y, — yo = e/2 (la nécessité de cette condition apparaissant d'ailleurs sur 
l'équation elle-même). 

— l'ensemble des solutions est un sous-espace affine de dimension 3 de R®: {a proposition 
concernant la dimension de l'espace des solutions ne S'étend pas aux solutions obtenues par 
prolongement. 


b) Cas où n = 2 et où l'on connaît une solution p, de (H) qui ne prend pas la 
valeur O0. — Soit: 


y" + a,(t)y + a,ft)y = b(t) (L) 
Ici : VteJ 910 . 
i(t) 1 


La méthode exposée en a) s'applique, avec n = 2, p = 1 et e, = (0, 1). Elle 
revient à: 


MÉTHODE. — On effectue le changement de fonction inconnue y = À.. 
La résolution de (Z) est ainsi ramenée à celle de : 


+ (240 à co à = 20 
O1(t) P1(t) 


qui est une équation linéaire du premier ordre, par rapport à la fonction inconnue À. 


EXEMPLE. — Reprenons : 


{+ 1)y" —2y —(t — 1)y =te" (L) 


Nous disposons de la solution @, :t + e' de (H) qui ne prend pas la valeur 0. 
Posons : y{t) = A(t}e; À est donnée par : (t + 1)” + ZX = te"?! 
On calcule : 
N'= —(t + 1/2)e À + y(t + 1)e7* 


t+li Y 
À = ” et 0 + 31 + 5/2)e À + à 


et on retrouve les solutions définies sur J, (resp. J;). 


c) Utilisation des séries entières. — Cette méthode est illustrée par : 


EXEMPLE. — Résoudre l'équation linéaire et homogène : 


(2 +1)y" +ty — gy=0 (QeR,) (1) 
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Cherchons s’il existe une série entière Z «,f" de rayon de convergence R > 0, telle que : 


n>0 
+x 
pit > a,t" 
soit solution de (1) sur ]— R, R[. ce 
En écrivant : 
Fæ +a 2e 
pt) = Zona "= Lin + 2)(n + Das op") = nn — Dar 
10 n=0 a 


nous obtenons aisément la condition nécessaire: 
VnEeN (n + 2)(n + 1)a,,: + (n? — ga, = 0. 


Une fois choisi (a,, a,) e K°, la suite (a,) est déterminée. En adoptant d'abord (a, a,) = (1, 0), et 
ensuite (a, 43) = (0, 1), nous obtenons les deux séries (!} : 


+a n—1 2n +a@ n—1 2n+i 
pot) = À [IT (4? — 4) 5 ut) = À [T (a? — (24 + 1}) — 
n=0 k=0 (2n)! n=0 k=0 (2n + 1)! 
: : : : a, +2 ; 
— Si q # N, elles ont toutes deux un rayon de convergence égal à 1 (ea lim = 1) et 
n+x a, 


elles sont solutions de (1) sur ]-— 1, + 1[. Les solutions de (1) sur ]— 1, + 1f sont donc les 
apo + BP, ((x, B)e K?). Notons que, d’après la théorie générale, p, et ®, sont prolongeables de 
manière unique en solutions sur R; a priori nous ne sommes pas en mesure d'’expliciter ces 
prolongements (cf. 3.2.3, 4°). 

— Si geN, l’une des séries a encore 1 pour rayon de convergence, mais l’autre fournit une 
fonction polynôme, solution de (1) sur R. 

C'est ainsi que pour q = 2 on a la solution @, : 1 + 1 + 2t°, définie sur R. En utilisant b)on 
cherche les solutions sur R sous la forme t (1 + 2t?)A(t). On obtient les : 


t ul + 2r2) + Be /1 + 2, ((x, B) e K?). 


Plus généralement, pour g € 2N, , est une fonction polynôme ne prenant pas la valeur O et toutes 
les solutions de (1) sur R sont les 


* du 
t  apolt) + Bolt) | a ——— 
9 [oolu)}? /1 + w? 


Celle qui correspond à (x, B) = (0, 1) prolonge w.. 


, ((« B) e K°) 


d) Équations de Bessel. — Il s’agit des équations du type : 
t?y" + ty + (12 — Àt)y = 0 (À e R*) 
On se limite a priori à te R*, et on cherche des solutions de la forme : 


+æ& 
p:]0,R—-K 1 mrS at", (reR) 


n=0 


‘!} Par analogie avec Ÿ 4, = 0, on convient que [] «, = t, et donc ici que 
keQ keg 
— 1 
[I (qg? — 4k?) = 1. 


k=0 
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Écrivons : 
+ +æx 
to'(t) =" Ÿ (n + rat"; tp") = 2 Ÿ (n + rhin +r — La, 
nzx0 n=0 


Ainsi @ est solution si, et seulement si le rayon de convergence R de £a," n'est pas nul et si la série 
entière : 
Z(n + r)?a,r" + E a, _2t" — À?Ya,t" 
n> 


est nulle. 
Limitons-nous d'abord au cas : a, # 0. La dernière condition s'écrit : 


[r? — À? = 0] À [(1 + 2rja, = 0] A [Vn >2 (n? + 2nr)a, + a,_, = 0] 


En choisissant a, = 0 et r = À, on obtient : 


dim — 2 


| 4m + m) 


Aim+1 = 0; 2m — 


On constate R = + 0. D'où (en prenant a, = 1) la solution : 


+ (— 1)"r2" 
Qu RE K = À 
mzo 2 "MIA + 1)... (À + m) 


@ CASA ÉN. — On peut reprendre le calcul avec r = — À. On trouve la solution : 


” + (— I 
PRE Km 
m=o2"MU—X+1)...(—À + m) 


On constate qu’au voisinage de 0 : p,(r) + t'et p_,(t) — 17}. On en déduit que les solutions w, 
et 6 _; sont linéairement indépendantes. Dans le cas À é N, les solutions de l'équation de Bessel sur 
R4 sont donc les applications «, + Bp_;, avec (x, B) e K2. 


®@ Cas e N°. — Rien n'est changé pour la solution , si ce n’est qu’elle est ici définie sur R. L'usage 
veut qu'on la remplace par la solution J, = (27*/À !)9,, définie sur R par: 


ve (— 1) 72)" 
J() = (/Ÿ È ———— 


mm0 m'(À + m)! 


Par contre, lorsqu'on adopte r = — À on a encore a,,,,, = 0, mais la relation de récurrence 
mm — ja, + 4:,-21 = 0 exige : 
do = 4 == 4,-, = 0, en contradiction avec a, # 0. 


On pourrait essayer de supprimer l'hypothèse a, # 0. En écrivant alors : 


+ x +a 
D Grmt?” = 2 ÿ but?" avec b:, = Gi + 2m 
mm mm0 


on constaterait que la suite (b,,,) vérifie : 4m{À + m)b,, + b,,-, = 0, et que : 


+ © (— 1}"r2" ) 
t) = “| 17 = | = t 
dl di L 22m! (À + 1)... (À + m) AP) 


Ici nous n’obtenons pas de deuxième solution indépendante de la première. 
La recherche d’une telle solution, et donc la résolution de l'équation, dépasse le niveau de ce 
cours. 
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REMARQUES. — a) Dans le cas À = 1/2, on constate : 


1 | 
Pat) = —=sint; jf) = — cost 
t t 


b) Dans le cas À & N, on vérifie par un calcul élémentaire : 


| 
——— Past) + pa-,(t) = - p;(t) 
AR +1 Pi+1 Pi-; : À 


Ainsi, pour À — 1/2€ Z, on peut exprimer , en fonction de sinus et cosinus. 
c) Le lecteur vérifiera que, pour ÀeN'etteR : 


| L 
J,(t) = - | cos (Àu — t sin u) du 
T “0 


5.2. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 
A COEFFICIENTS CONSTANTS 


Préambule. — Nous reprenons les équations différentielles (L) et (H) du 
5.1.1, 2° en nous limitant au cas où l'application ! : J > Z(E) est constante, ce 
qui permet de l'écrire t > u, où u est un endomorphisme continu donné de 
l’espace de Banach E. 

Nous étudions ainsi : 


— l'équation homogène (H) y = u . y sur un intervalle quelconque J de R 
(si J est ouvert les solutions sont C°® d’après 4.1.7, 4°); 


— l'équation complète (L) y = u. y + g(t) sur tout intervalle J de R tel 
que g : JE soit continue. 


5.2.1. Étude du cas général 


Les notations sont celles du préambule. On ne fait aucune hypothèse sur 
dim E. 

Il est clair que l’application constante l :t + u vérifie : 

i) Pour tout (t.,t,)eJ?, les endomorphismes l(t,) et I(t,) commutent. 

On peut donc appliquer 5.1.4, 2°. 


t 
Ici : @(t) = | udt = (t — t,)u, et donc: 
to 


5.2.2 ÉQUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS 215 


THÉORÈME. — Pour tout (t,,y,)e J x E, il existe une, et une seule solution 
de (H) [resp.(L)] qui est définie sur J et prend la valeur y, au point t,. Elle est 
maximal: et s’écrit : 


tt (exp{((£ — to)u)) . Yo 
resp ta (exp ((t — to)u)) . yo + L'exr ((£ — thu)). g{t) dr | 


EXEMPLES. — a) Étude de: 


y = }. (H) 


Ici u est Id;. On a : exp(t(— to)Idy) = e‘""°Id&. La solution @ telle que œ{t) = y, est 
the "y. 


b) Étude de: y" = y. 
En posant Y = (y, y’), on se ramène à l'équation homogène, dans l’espace de Banach 
E?: Y'=u.Y}, avec 


U: (Y1, Y2) 2 (Ya, Yi) 


On constate : 


2n+t1 


u?" = Id k2 u = U, (n € N), 


ce qui entraîne: 
exp ((t — to)u) = ch(t — to) Idf2 + sh (ft — tç)u 
On en déduit la solution au problème de Cauchy en (fo, Yo Yo): 


t met) = yocht — 15) + yosh(t — to) 


REMARQUE. - Dans ces deux exemples, on aurait pu vérifier a priori que les solutions trouvées 
convenaient, et conclure par l'unicité. 


5.2.2. Étude en dimension finie de l’équation homogène y = u . y 


Pour appliquer les résultats du 5.2.1, il faut calculer 
exp (tu). Cela conduit à utiliser l'étude de la puissance 
g-ième d'un endomorphisme (1.12.3.6, 1°). Nous allons faire 
ici une étude directe, basée elle aussi sur la théorie de la 
réduction d’un endomorphisme. En fait, concrètement, les 

deux méthodes conduisent à des calculs matriciels similai- 
res. 


1” Nous nous limitons ici au cas où dim E = n,(n > 0). Soit: 


Y =u.y (H) 
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Nous reprenons les notations du I.12.3.5 et nous supposons que le 
polynôme caractérististique #, de u est scindé sur K (ce qui est toujours réalisé si 
K = €). Nous avons (u, désignant le polynôme minimal de u) : 


AUX) = [TX - 2)  LXM)= TX -AE 1<r<m; 


i=1 i=1 


N, = Ker(u — ke)'i est aussi Ker (u — À;e)"i pour tout q; tel que g;, > r;eten 


P 
particulier pour q, = m;; Sa dimension est m,;, et E = @) N:. 


1= 1 
Soit u, l’'endomorphisme induit par u sur N;; nous savons que 
v, = u; — À; Id, est nilpotent d'indice r;. Soit w; la projection de E sur N,;, 
parallèlement à ON. À toute application y de R dans E nous associons les 
j#i 
p 
applications y, = &, ° yde Rdansles N;;ainsiy(t) = ÿ y;(t). D'après 1IL.4.1.1, 
i=1 
y est dérivable si, et seulement si les y; sont dérivables, et alors: y; = &; © y’. 
Ainsi (H) équivaut à: 


vVieN, y: — U;. y; (1) 


2° Résolution. — Étudions d’abord (1). En effectuant le changement de 
fonctions inconnues y{t) = etz{t) (qui est licite puisque ei: ne s’annule pas) on 
obtient : 
VieN, z; — V,.2; (2) 
Toute solution W, de z: = v,.z; étant de classe C”, elle vérifie: 


VteR Wfÿ(r) = vii.W{t) = 0  (nilpotence de v;). 


L'ensemble des solutions de z! = v,.z;est donc un sous-espace de dimension 
m, du K-espace vectoriel des polynômes à coefficients dans N; dont le degré 
n'excède pas r, — 1. Remarquons que, le dernier espace ayant pour dimension 
mir; il y a égalité entre les deux espaces si et seulement si r; = 1. 


— On déduit de cette étude : 


THÉORÈME. — L'ensemble S,, des solutions de l’équation différentielle 
homogène y’ = u.y est un sous-espace vectoriel de dimension nr de l’espace 
vectoriel Z,, des applications de R dans E de la forme : 


t ÿ ei P;(t) 


i=1 


où P, est un polynôme à coefficients dans N, de degré au plus égal à 7; — 1. 
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D’après une remarque précédente, on a S,, = 2, si, et seulement si chacun 
des r; est égal à 1 (ce que le lecteur pourra retrouver en montrant : 


P 
dim =, = ÿ mr; c'est-à-dire (1.12.3.5, 2°) si, et seulement si u est diagonali- 
i=0 


sable. 

Dans ce cas, N;, quiest alors Ker (u — Àe), admet une base(c,).<1<, formée 
de vecteurs propres associés à la valeur propre À, de u; S,, = ZX, est alors 
exactement l'ensemble des applications 


P m; 
tm D ei À oc (œ,, € K) 
k= 1 


i= 1 


REMARQUE. — Même dans le cas général, si À est valeur propre de u et c vecteur propre associé à 
À, alors t + e* c est solution de (H). 


Pratique. — a) On peut éviter la détermination — en général laborieuse — 
du polynôme minimal en remarquant que S,, est aussi un sous-espace de l’espace 
vectoriel des applications 


P 
tt D ex Qi(t) 
i=] 
où Q; est un polynôme à coefficients dans E de degré au plus égal à m, — 1.. 
On emploie alors la méthode des coefficients indéterminés, en résolvant 
séparément chacune des équations (1). Pour chaque valeur propre À,, on écrit le 
polynôme Q, de degré m;, — 1 le plus général, à coefficients dans E (ce qui 
introduit nm, coefficients scalaires), et on exprime que t ei Q.(t) est 
solution de (1). On sait qu'il ne restera que m, coefficients. 


b) Le plus souvent, on a affaire à E — K” et donc à un système différentiel 
linéaire. Le cas dim E = n s’y ramène par le choix d’une base. On note M la 
matrice de u dans la base canonique de K”. 

dx dy dz 
E = = =2x—), —=x— 
XEMPLE di X +2, di X — }, d x — y + 2/2 (H). 


Dans la base canonique de K°, u a pour matrice 


On trouve x{X) = (X — 1)°(X + 3/2). 
À priori les solutions de (H) sont de la forme : 


x = (or + Bhe' + Ye y = (ot + B'}e' LE ve” 22, 2 = (æ”t + B")e se ve 312 


Nous allons résoudre séparément deux équations (1). 

— Ainsi, pour la valeur propre — 3/2, on a r;, = m;, = 1; la solution la plus générale est 
#2, où ve K est arbitraire, et « est un vecteur propre fixe (dim N, = 1). 

On trouve c = {— 2, 8,5), et donc (y, y’,y”) = (—2v, 8v, Sv). 


ve 
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— Pour la valeur propre 1, le sous-espace propre est de dimension 1, engendré par (1, 1,0), ce qui 
montre d’ailleurs que x n'est pas diagonalisabie. Nécessairement r; = 2. 
On cherche les solutions sous la forme: 
x = (ot + Bet y = (xt + B'je' z= (xt + B'}e!. 


— En définitive on trouve : 


= (2Àt + pe! — 2ve”*"? 
= (2At + u — Àje + 8ve” "2 
= he + 5ve” #2 


N «OX 


avec (À, u, v)e R*. 


3° Résolution par trigonalisation de la matrice. — Cette méthode s'applique, 
elle aussi, toutes les fois que le polynôme caractéristique de u est scindé sur K 
(et dans tous les cas si K = €). Nous pouvons donc l'expliquer sur l'exemple 
précédent. 


Le lecteur vérifiera que T = PMP avec: 


— 2 1 0 — 3/2 O —-1/10 
P = 8 1 0 T = 0 1 4/5 
5 O 1 0 () ] 


x 
En introduisant À = | | , l'équation (H) s'écrit : 
2 


X' = PTP-'X 


ou encore, en posant Ÿ = P7'X, et donc Ÿ' = P°'X": 


Y'=TY 
X: 
en notant Ÿ — Yi on obtient le système : 
Zi 
dx, 3 dy; 4 dz, 
—_ = —-X ——2,;, ——=}ÿ)+-2;; — = 2; 
de 2 10 dd 5 ” à 


que l’on résout de proche en proche, en commençant par la dernière équation. On trouve 
successivement : 


63 
zi(t) = Se, y,(t) = (dar + Bhe', x,(r) = — mi + ye” "2. 


En utilisant X = PY, il vient: 


x(t) = (dat + B + 2a/5je' — 2ye” "2: 
y(E) = (dat + B — 8a/5e' + 8ye "2 
z{t) = due! + Sye” °"/2 


Si on pose y = v, à = À/2, 8 = u — À/5 on retrouve les résultats du a). 


REMARQUES. — a) Le calcul effectif de P”! est inutile. 


b) Pour trigonaliser M, nous avons utilisé, outre deux vecteurs propres, le vecteur (0, 0, 1); on 
aurait pu améliorer la réduction de M en choisissant un vecteur dans le sous espace caractéristique 
relatif à la valeur propre 1. Le calcul de (M — 1)? nous donne l'équation de ce sous-espace : 
24 -2n -&=0. 
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Il contient, bien entendu, le vecteur propre (1, 1,0). Choisissons comme troisième vecteur 
colonne de P le vecteur (1, 0, 2). Un calcul analogue au précédent conduit au système : 
dx; 3 dy; dz; 


dt 2 d? dr 
La simplification obtenue ne justifie généralement pas, dans la pratique, la recherche du sous- 
espace caractéristique. 
4° Utilisation des exponentielles de matrice. — Revenons à l'équation: 
2; = D;.2; (2) 
à valeurs dans N. La solution générale peut s’écrire: 
Z;, = EXP (fv,).z? avec zeN. 


Or v, est nilpotent, donc: 


nctg 
exp{tu)= >) —v 


On retrouve ainsi le résultat du 2°, EE e N } Ce calcul présente parfois 


un intérêt pratique. 


EXEMPLE. — Considérons le système à quatre inconnues (x, y, z, u), de matrice: 


1 —3 0 3 
2 -6 0 13 
Me 0 —3 1 3 
_1 —4 0 8 


On trouve: X}y = (X — 1)“. Pour calculer e!M, remarquons : et M = e'etlM—1) (cette remarque 
remplace le changement d’inconnue (tr) = e‘W{r) de la théorie). Or (M — 1)* = 0, d'où: 


1 l 
eM = e(1 + t(M — 1) + M — 1} + M — 1}) 


Le lecteur achèvera la résolution, en constatant (M — 1) = O et: 


2 + 3r? — 6t + 9r° O 61 — 18r°? 
eM = -e — 4 +1 2 — 141 + 3r° O 261 — 61? 
2 31? — 61 + 9r? 2 61 — 18r? 

2 +r — 8r + 31? O 2 + 141 — 612 


S° Cas où u n'est pas scindé (K = R). — Nous expliquerons la méthode 
sur l'exemple : 


On résout d’abord le système dans C*°. La matrice a pour valeurs propres 1,j 
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et j?. Elle est diagonalisable. En cherchant les vecteurs propres on trouve comme 
base (relativement à €) de l’espace des solutions : 


1 1 1 
@,:t re | 1 |; m:itmel |] ÿ | : p;:t ei! | j 
l Î j- 


P2 + P3 P2 — P3 
2 2 
solutions; on la note (W,, b,, ÿ). Donc, sur C*, les solutions sont : 


tt aÿ,(t) + By(t) + yÿ(t) (a, B, y) e C° 


On constate que (os est aussi une base de l’espace des 


Mais W,, VW, V3, qui prennent leurs valeurs dans R°, induisent des 
applications de R dans R*, que nous noterons encore W,, \,, ÿ,. Le premier 
système étant C-libre, le second est R-libre et les solutions cherchées sont donc 


œY; ns By: BE YŸ3; avec (ot, B, y) € R*°. 
Dans le cas présent, on trouve : 


x(t) = ae! + Be”? cos(t /3/2) + ye”"? sin (t /3/2 
y(r) = œe'+ Be”? cos (1,/3/2 — 2x/3) + ve”? sin (1./3/2 — 2x/3) 
z(t) = ae! + Be"? cos (t /3/2 + 2r/3) + ye”"? sin (t /3/2 + 27/3) 


REMARQUE. — R° étant muni de sa structure euclidienne canonique, et orienté par sa base 


canonique, la matrice 
0 O0 1 
M = 1 0 0 
0 1 0 


représenté la rotation d’angle 2x/3 autour du vecteur (1, 1, 1). On a immédiatement 
0 1 0 
M? = 0 O0 1 et M° =] 
1 O0 O0 


(5 3" | Ce pin+ti ) + & pèn+2 
e'M = 1 + — | M + ne 
2 (3n)! À (3n + 1)! 2 (3n + 2)! 


Le lecteur en déduira une expression de la somme de ces séries entières, en comparant avec les 
résultats précédents. Inversement, on peut calculer directement ces sommes et retrouver les résultats 
précédents. 


On en déduit 
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5.2.3. Équations linéaires scalaires d’ordre #7 homogènes, 
à coefficients constants 


Nous étudions ici l'équation : 


y Hay" 4... +ay=0 (H) 
où (a,,...,a,)e K”. Nous posons : 
0 1 0 sa 0 
0 0 l 0 
malo 
0 0 0 l 
dd, ip des 525 = À; 


En reprenant les notations du 5.1.5, 1°, nous sommes conduits à résoudre le 
système Ÿ’ = M Ÿ, quiest un système à coefficients constants. On calcule donc le 
polynôme caractéristique : 


X —]l 0 
0 x 0 
0 SR nee 
0 0 — Î 
a, d-: À +a, 


Notons c, (je N,), la j-ème colonne ; remplaçons la première colonne c, par 
n 
Ci + > À7 cc; On obtient: 
j=2 


Lu = X° + À ax 


Nous supposons %,, scindé sur K, et nous reprenons les notations du 


5.2.2.1. 
Il résulte de 5.1.5 et 5.2.2 que l’espace vectoriel S,, des solutions de (H), dont 


la dimension est n, est un sous-espace du K-espace vectoriel V,, des applications 
de R dans K de la forme : 


ER > eQ{t), Q;e KIXT, deg O, < m; — 1. 


Comme V, est engendré par la famille des applications : 


t Helit), ieN,, JE Nm, 1 U {0} 


P 
on a dim V, < Ÿÿ m, c’est-à-dire dim PV, < n. 
i= 1 
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Comme S,, «€ V,et dmS,;, =n,onaSy = Vy. 
En conclusion : 


THÉORÈME. — Les solutions de (H) sont toutes les applications de la forme : 


P 
tt) eïQ;(t) 


i=1 


où Q, € K[X] et deg Q, < m, — 1. 


REMARQUES. — a)Ilen résulter, = m;,pourtoutie N,,et doncuy, = x. Le lecteur est invité à 
démontrer directement ce résultat (par des raisoñnements algébriques). 

b}) On peut aussi en déduire que la famille (8, ,)a ,kK x d'applications 6, ,: 1 et" est une 
famille libre d'éléments de l’espace vectoriel KR. 


LA 


EXEMPLES. — a) y” — y = 0. 
Ici Xy = X° — 1.11 ya trois racines distinctes 1, jet j?. Les solutions sont toutes les applications 
t ae + Peï + ve (a, B, ye C* 
— Si on cherche les solutions à valeurs réelles, une modification de la C-base de S,,, comme au 
5.2.2, 5°, fournit : 
t ae + Be”? cos (,/3/2) + ye” ‘2? sin (./3/2, (x, B, y) e R° 
b)y" — y" — y + y = 0. 
Ici xy = (X + 1)(X — 1)2. D'où les solutions : 
true + (Bt + yhe, (o, B, y).e K°. 


c) Revenons à l'équation, étudiée au 5.1.5, 3° c) : (4? + 1)y” + ty — g?y = 0 avec ge R*. 
Effectuons un changement de variable r = 8(x), 8 étant un C?-difféomorphisme d’un intervalle J sur 
R. En notant z(x) = y[68(x)], l'équation transformée est : 


0? +1 6  6”(82? + 1) 
2H — ———— ]7 — giz = 0 
9’? 0’ @'5 


8 6”(82 +1) 1 d/8? +1 | 
On remarque que — — ——— = - — . Il vient l’idée de choisir 6 tel que 
(à g'2 2dx\ €? 
0? +1 
G2 = 1, par exemple 8x} = sh x, (0 est alors un difféomorphisme de R sur R). On obtient ainsi: 


z" —- g’z=0 
et, en revenant à la variable t: 
y(t) = a ch (g Argsht) + $ sh (q Argsht) 
Comparons ce résultat à ceux obtenus au 5.1.5, # c'; en tenant compte de l'unicité au problème 
de Cauchy, de p,(0) = 1, p5(0) = 0, p,(0) = 0, p:(0) = 1, on déduit pour te ]— 1, + 1[: 
olt) = ch (g Argsht) .(t) = can (g Argsht) 


REMARQUE. — Une autre base de l’espace des solutions serait : 


Po + 4P,'t (rt + ,/1 + 1235 Po —-aqwpi:t (,/1 + 1? —1Y 
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5.2.4. Complément sur les équations avec second membre 


A) Considérons d’abord l'équation linéaire du premier ordre, à coefficients 
constants, avec second membre : 


y = u.y + b(t) (L) 


où b: J + E est continue et u e S(E). Nous supposerons E de dimension finie. 
La théorie de la variation des constantes permettra de ramener la résolution à 
des calculs de primitives (dans la mesure où l’on pourra résoudre explicitement 
l'équation caractéristique de u). 

Nous nous proposons d’indiquer ici quelques techniques particulières à 
certains seconds membres. Rappelons que le problème est de trouver une 
solution de (L). 


1° Superposition des solutions. — En appliquant L.11.2.1, 3°, on sait que si 
q 
b= ÿ À,b,, où b,: J — E est continue et X, e K(ke N,), et si @,: J — E est 
k=1 


g 
solution de y = u.y + b(t), alors ® = Ÿ À,w, est solution de (L.). 
k=1 


Notons que ceci vaut pour toute équation y’ = {{t). y + g{t). 


q 
2° Second membre de la forme b(t) = Ÿ t'a, avec eE et au, # 0. 
k=0 


(b est une fonction polynôme à valeurs dans E; ici J = R). 


le Cas: detu Z 0. — Il existe une solution polynôme de degré g: 


q 
tmp) = > PB (BEE) 
k=0 
que l’on obtient pratiquement par identification. 
En effet : 
q 
pe) — ufr) = À ET (kB — u.Be-1) — t‘(u.R) 
k=1 


d’où le système ('): 


— u.$, = 0; kB, — ufr = &-, (REN,) 


(1) On utilise ici le fait que l'égalité de deux fonctions polynômes à coefficients dans E se traduit 
par l'égalité de leurs coefficients. Le lecteur démontrera ce résultat à titre d'exercice. 
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qui se résout de proche en proche : 


B, = — U 27 B,-: = u"".(gB, — à,-1), ..., Bo = u°".(B, — &o) 


On a bien $, # 0. 
REMARQUE. — Cette solution polynôme est unique. 


2e Cas: det u = 0. — Alors 0 est valeur propre de u: soit m son ordre de 
multiplicité. 
Reprenons les notations du 5.2.2 et supposons À, = 0,et doncm, = m.En 


P 
décomposant chaque coefficient &, de b suivant E = @® N, on obtient 


i=1 
P 
b(t) = Ÿ b{{t), où chaque b; est un polynôme à coefficients dans N,, de degré au 


i=1 
plus égal à qg{b;, = ®,  b). 
L'équation (L) est alors équivalente au système : 


Vie \, y: = U;.}; + bi{t) 
P 


Mais pour i # 1, det u,; # 0, donc il existe une solution polynôme ,, de 
degré au plus q, de y; = u,.y;, + b{(t). 

Étudions alors: y, = u,.y, + b,(t). Si, est une solution quelconque (et il 
en existe), elle est de classe C* et on a, par une récurrence simple: 


pue) = ur. pit) + D ur E bE Ur) 


k=1 


Comme u = 0, on constate que p{”” est un polynôme de degré au plus g, et 
donc que w, est un polynôme de degré au plus g + m. 


REMARQUES. — a) Ici, nous n'avons qu'une inégalité pour le degré {et non le degré exact) 


b) Toutes les solutions de y, = u,.y, + b.(t) sont des polynômes. Cela s'explique par le fait que 
les solutions de y; = u,.y, sont elles mêmes des polynômes. Il ne peut donc y avoir de solution 
polynôme sans qu'il n’y ait que des solutions polynômes. 


3° Seconds membres de la forme bit) = e“P(t}, ÀeK et P fonction 
polynôme, à coefficients dans E, de degré q. — On effectue le changement de 
fonction inconnue y(t) = e“z(t). Il vient: z' = (u — À Id,).z + P(t). 

Sachant que u — À Id, a pour valeurs propres les À, — À aux mêmes ordres 
de multiplicité que les À,, on se ramène au cas précédent. 

En résumé : 


PROPOSITION. — Soit y = u.y + e\'P(t), où P est une fonction polynôme, à 
coefficients dans E, de degré g, et À e K. Alors il existe une solution ft + ex Q(t), 
où Q est un polynôme à coefficients dans E. De plus: 
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a) Si À n'est pas valeur propre de u, Q est unique et de degré g; 


b) Si À est valeur propre de u, d'ordre de multiplicité m, il y a une infinité de 
polynômes ©, et ils sont de degré au plus égal à m + q. 


B) Venons-en maintenant à l’équation linéaire d’ordre n à coefficients 
constants avec second membre. Nous utiliserons essentiellement : 


COROLLAIRE. — Soit : 
y) + a y"! +. +4a,y = e“P(t) (L) 


oùkeK,PeK[X]et deg P = q. Notons 4(X) = X" + a,X"7! +: -- + a,et 
soit m l’ordre de multiplicité de la racine À de #, en convenant m = 0 si x{(À) # 0. 
Alors l'équation(L)admet une unique solution : -1"e"Q(t) où Q € K[X7, avec : 
deg Q = q. 

— Le cas m = 0 résulte immédiatement de la proposition. 

— Supposons m # 0. La proposition nous donne des solutions 
t me" R(t), où R est de degré au plus g + m. Pour une telle solution, écrivons 
R = S + X"Q, avec S e K[X], deg S < m — 1. On remarque quet + e"S(t) 
est solution de l'équation homogène associée à (L), et donc quet ++ 1"e Q(t) 
est solution de (L). 

Soit maintenant une autre solution t -t"e" Q,(r) de(L) avec Q, e K[X]. 
t Hp t"e"(Q.(r) — Q(t)) est solution de l'équation homogène et donc 
X"(Q, — Q}est un polynôme de degré au plus m — 1. Cela nécessite Q = Q,, 
d'où l’unicité. 

— Enfin, nous avons a priori deg Q < q. Pour montrer deg Q = q, 
supposons d’abord À = 0. On a donc: 


PM + ape UE... +a, y" = P(t},  (aveca,_, # 0) (L) 

Si o(t) =t”"Q(t) est une solution, seules interviennent dans (L) les dérivées 

p, avec k > m, qui sont des polynômes de degré au plus deg Q ; on a donc 
q = deg P < deg Q. 

Le cas À # O s’en déduit par le changement de fonction inconnue 


pe) = e“z(t). mu 


EXEMPLES. — a) y” — 2y' + y = cht. 
Le polynôme caractéristique est (X — 1)7; l'équation homogène a pour solutions 
t (ot + Be’. 


| 
y” —2y +y=-e a une solution du type 1 + yt'e!. 
2 


I 
y" —2Y + y = . a une solution du type ! + ôe 


On trouve, par identification: y = 1/4 et 6 = 1/8 D'où les solutions 
t (12/4 + ot + Bje' + (1/8)e”". 
b) y" + y = r? cos’ t. 
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Le polynôme caractéristique est X? + 1; l'équation homogène a pour solutions 
t HMacost + Bsint (plutôt quert > ae" + Be", afin de pouvoir se placer sur R en prenant 


(x, B) e R°). 
e?it + e” 2 


1 + cos 2t 
————— et cos 2t — 


En écrivant cos?t = , On se ramène au cas de l'étude 


précédente. Ici O, 2i, et — 2i ne sont pas racines de X? + 1. 


| 
Pour y” + y = - £?, on cherche la solution t -yt? + ôt + €. On trouve: 1 +t?/2 — I. 
2it 
e?it 


Ï | 
De même y” + y = - 12e?" a pour solution t e tp —+— 
4 12 9 54 


Il en résulte, sans nouveau calcul, que y” + y = - t?e” 2?" admet pour solution 
4 


1 2it 13 | 
tel —02 + — + — Je ti, 
12 9 54 
La solution générale de y” + y = t? cos ?t est donc: 


t? 1 4t 13 
te— = 1 — —-t?cos 2t + — sin 2t + — cos 2t + acost + Bsint 
27 


© Le lecteur est invité à reprendre ces deux exemples en utilisant la méthode de variation des 


constantes. 


5.2.5. Équations d’'Euler 


1° Équation d’Euler homogène. — 11 s’agit de: 
ty) + LS DURS + . + az; ty + a, y — O0 (1) 
Pour étudier simultanément les solutions définies sur R* et les solutions 
définies sur R*, posons £ = sgn (t), e est donc constant. 
Effectuons le changement de variable : t = £e”, ou x = Log |t| et notons 
z(x) = y(£e*). Un raisonnement par récurrence montre que, pour tout pe N, : 


d*z 


Ce 7 (er) = ÿ Œ, x ——(X) œ,,€ K 
dt? der Lo 


k=1 


Nous sommes ainsi ramenés à une équation différentielle linéaire, à 


coefficients constants de la forme: 
2 DZ Re es bi 2 + bz= 0 (2) 
dans laquelle z est une fonction inconnue de la variable x. 
Le polynôme caractéristique, P, de l’équation (2) est dit polynôme 
caractéristique de l'équation (1). Nous le supposons scindé sur K; notons ses 
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racines distinctes par À,,...,À,, et leurs ordres de multiplicité respectifs par 
m;,...,m, Dans ces conditions, nous avons, d’après 5.2.3: 


PROPOSITION. - Les solutions de (1) sont toutes les applications de la forme 


P 
tn À IQ; (Log (rl), 


i=1 


où Q,; est un polynôme arbitraire, de degré au plus m, — 1. 


REMARQUE. — Calcul de l'équation caractéristique. — Il n’est pas nécessaire d’effectuer 
explicitement le changement de variable t = £e*. Remarquons en effet que si nous remplaçons dans le 
premier membre de (2) z{x) par e}*, nous obtenons P(A)e}*; donc si nous remplaçons y{t) par |t|* dans 
le premier membre de {1), nous obtenons P(A)|t|*; d’où le calcul de P. 


2° Équation d'Euler avec second membre. — a) Le lecteur étendra les 
résultats du 5.2.4. à des équations du type : 


ty) +... + a,y = [PO (Log) avec QE K[X]. 


b) Par le principe de superposition des solutions, et en prenant À e N, Q 
constant, il obtiendra en particulier la résolution de: 


ty +... + a,y = R(b), Re K[X]. 


5.3. ÉQUATIONS DONT LA RÉSOLUTION CONDUIT 
A DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 


5.3.1. Équations de Bernoulli 


1° DÉFINITION. — On appelle équation de Bernoulli toute équation diffé- 
rentielle de la forme : 


y = a(t)y + b(t)y° (B) 
où « est un réel, J/ un intervalle de R, a et b des applications continues de J dans R. 


Nous écarterons les cas où (4 = 0) V (x = 1), car dans ce cas (B) est 
linéaire. Nous ferons l'étude générale sur (t, y)e J x R*. 

Pour certaines valeurs de x on peut cependant envisager y eR,,ou y e R*, 
ou même y e R. Nous le verrons sur un exemple. 

Remarquons d’autre part que {(t, y) -a(t)y + b(t)y* est continue et 
localement lipschitzienne en y sur J x R%#. Nous pouvons donc appliquer le 
théorème de Cauchy-Lipschitz et affirmer qu’il y a unicité au problème de 
Cauchy en (66, Yo) € J X R*. 
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En écrivant l'équation (B) sous la forme: 


LA — &t) + b(t) 


y° 


ARE 


nous constatons que le changement de fonction inconnue z = y’ ° conduit à 
l'équation différentielle : 
1 
1 — œ 
que l’on sait résoudre, comme équation linéaire. 

Remarquons que l’on a pu faire le changement d’inconnue z = y!" grâce 
au difféomorphisme y + y!" de R* sur R*. On ne s'intéresse donc qu'aux 
solutions de (B') à valeurs dans R*. 

Dans la pratique, il faudra restreindre les solutions de (B'), p: J — R, à des 
sous intervalles 1 & J tels que, pour te 1, q(t) e R#. Les solutions de (B) n'ont 
donc aucune raison d’être définies sur J. 


z' = d(t}z + b(t) (B') 


y 1 
2° EXEMPLES. — a) y = — + —, avec (t,y)e R% x R*. 
2t  2ty 


On écrit l'équation : 


et on pose z = }?, (c'est-à-dire y = ,/z, puisque y > O). 
Il vient : z' = z/t + 1/t, dont la solution générale est : 


zh = —1, (RER) 


— Les conditions ze R* et 1€ R* imposent de se limiter à À e R%*. D'où les solutions: 


y(t) = * Àt — l'avecte ]1/X, + of. Plus précisément, la solution maximale passant par (t,, yo) 
Lo 


est définie sur »s + æo!|. 


1 + yo 
— Plus généralement, le lecteur vérifiera que l’on obtient des solutions maximales pour (B) en 
restreignant une solution & de (B’) à des intervalles 7 dont les bornes sont: 
— soit des bornes de J'; 
— soit des valeurs de t annulant &. 


b) (1? + 1)y' = 4ty + at, /y. 

On suppose d'abord (t,y)eR x R#. | 

On applique la théorie en posant z = o y. Il vient: 
(t? + 1)z' = 2tz + 2t 


dont la solution générale est : z(t) = À (t? + 1) — 1. 
La condition zeR, impose de se limiter à ÀER*. A tout ÀeR* on associe l’application : 


8, :RR 1 (A(t2+1)-1) 
et son graphe C;. 
— Pour Àe]i, + of[,on a: 
VtEeR At +1)—-1>0 


On dispose donc de la solution 8, définie sur R (et donc maximale). 
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— Pour Àe]0,1], on dispose des deux solutions @, et \; qui sont les restrictions de 6, 


ÿ 
Pn 
A 
R 
Van 
t 
D 
Ge 
Vv 
e w 
"HE 
Ed LS 
O0 t 
FIG. 20. 


respectivement à : 


NA tel a Fe - TT 
——, + ol et |— ©, — | —— 
À À 


Pour À € ]0,1{ les arcs de C; représentés en traits pleins sur la figure 20 correspondent à , 
(à droite) et à 1, (à gauche); l’arc de C, représenté en traits ponctués n'intervient pas. 
Notons qu’il y a unicité au problème de Cauchy (le théorème de Cauchy-Lypschitz s'applique). 


© Étudions maintenant la même équation, avec (t,y)eR x R,. Les fonctions nulles étant 


solutions, nous devons, comme d’habitude, « raccorder » les solutions précédentes à ces fonctions 
nulles. On constate : 


— $i yo>1$: il y a unicité au problème de Cauchy, la solution maximale étant 


1 + ./ ne 
tt (ot? + 1) — 1}?, (ue = ie) définie sur R. 
1 +t5 
— $Si0< yo St : il y a une infinité de solutions maximales passant par (t,, yo), et elles sont 
définies sur R. A chacune d'elles on peut associer (À, À’)e(]0, 1])° tel que la solution maximale 
considérée s’obtienne en «raccordant » ,, ia fonction nulle et p... 
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J 
l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


un 
em 
Ed 
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5.3.2. Équations de Riccati 
1° DÉFINITION. — On appelle équation de Riccati toute équation différentielle 
(R) 


de la forme : 
y' = aft)y° + b(t)y + ct) 
où a, b, c sont des applications continues d’un intervalle J/ de R dans KR. 


Il s’agit d’une équation « résolue » y’ = f{(t, y), avecfcontinuesurJ x R. Le 


théorème de Cauchy-Lipschitz s'applique. 
Nous supposerons connue une solution particulière @, : J — R. 


Effectuons alors le changement de fonction inconnue : y = @, + z.Il vient : 
z' = (2a(t)po(t) + b(t)}z + a(t)z° (B) 


C'est une équation de Bernoulli, avec (t,z)e J x R. Le théorème de 
Cauchy-Lipschitz, qui s'applique ici, montre que, en dehors des fonctions nulles, 


qui sont solutions, une solution de (B) ne peut s’annuler. 
On peut donc poser z = 1/u. On obtient l'équation linéaire : 
(L) 


u" + (2a{t)@,{(t) + b(t))u + at) = 0 
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On ne s'intéresse qu’aux solutions ne s’annulant pas. Notons , + œ«W., 


(x € R), les solutions de (L), avec ÿ, :J — R, ÿ,:J — R. Les solutions de (R)sont 


, et les applications de 1 dans R de la forme: 
1 

t mot) + — 

: Ÿ(t) + œÿ,(t) 


où 1 est choisi de sorte que : 


Vtel v,(t) + avÿ,(t) 4 0. 


REMARQUES. — a) Il n’y a pas de « raccords » de solutions à faire. 


b) On retrouve l’unicité au problème de Cauchy, en remarquant que, ÿ, étant solution non nulle 
d’une équation différentielle linéaire homogène, pour tout t, € J, Y,(to) # 0. 


2° EXEMPLE: 
A +) = y? + t2y + 21 (R) 


— On raisonne a priori sur J = ]— oo, — 1[ ou J = ]— 1, + oo[. On constate que t tr? 
est solution sur R, donc sur chacun des intervalles. 
En effectuant directement le changement de fonction inconnue y = t? + 1/u, il vient : 


(1 + tu! + 3t2u + 1 = 0 


a —t 
dont les solutions sont t . Les solutions de (R) sont donc, outre t +12: 
1+t 
1 + œt? 
[-R t + ; ((cJetaél). 
a —t 
— Étudions l'équation sur R. On constate que t -t?ett rt — 1,(« = — 1), sont solutions 
sur KR. 
1 + at? 
Notons @,{f) = poura # — lett # a Ona,pourtout a :p,(— 1) = 1. Donc, et; 
&œ —t 
se raccordent par continuité au point t = — 1. Pour raccorder les dérivées, on doit avoir : 


12%  1=28 


a +1 B + 1 
et donc à = f. 


Enfin y, et t +1? se raccordent par continuité au point t = — 1, mais le raccord de la dérivée 


est impossible É — 2) En résumé les solutions maximales sont : 


a + I 


t rt et tit —1 (teR) 
1 + ar? 


tm (te ]— c,al[ ou te ]a, + of) 


RE 4 


REMARQUE. — L'existence d’une solution @, définie sur J n’est pas assurée, comme le prouve 
l'exemple : 


y =1+}y 
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5.3.3. Équations de Lagrange et de Clairaut 
DÉFINITION. — On appelle équation de Lagrange toute équation différentielle 
de la forme : 
y = a(y} + b(y) (A) 
où a et b sont des applications de classe C‘ d’un intervalle J de R dans R. 


1° Quelques observations. — a) (A)est une équation non résolue en y’, de la 


forme g(t, y, y'} = 0, où g est de classe C' sur R? x J. D’après 4.2.2, 2°, b, pour 
tout (to; Yo: Uo)E R? x J tel que : 


(Jo = A(uo)to + b(uo)) À (a'(uo)to + b'(uo) À 0) 


il y a, au voisinage de t,, une et une seule solution @ de classe C' vérifiant 
(fo) = Yo Et P'(to) = w;en fait cette solution est de classe C?. 

Quitte à opérer des raccordements, nous nous limiterons donc à rechercher 
des solutions de classe C2. 


b) Cherchons d’abord les fonctions affines solutions de (A). Il est aisé de 
vérifier qu’il s’agit des applications de R dans R de la forme : 


t mt + b(m), avec me et a(m) = m. 


Leur présence est donc liée à la non-vacuité de l'ensemble 
D = {me J|\a(m) = m} qui jouera un rôle important dans la discussion. 

Les solutions de (A) à dérivée seconde nulle sont les restrictions de ces 
fonctions affines. 

c) À l'opposé, supposons qu’il existe une solution @: ! — R, de classe C*?, à 
dérivée seconde ne s’annulant pas. 

J, = w’(1) est une partie de J, et @’ induit un C'-difféomorphisme de I sur 
J,; notons 8 = (p') *:J, — I. 

En posant u = œ'(t), c'est-à-dire t = O(u), nous constatons : 


VueJ, (ô(u)) = au) O(u) + b(u). 
ce qui fournit, par dérivation : 
VueJ, (u — a(u)}0'(u) — a'(u)O(u) = b'(u) 
Ainsi (®’) est une solution définie sur J,, à dérivée ne s’annulant pas, de : 
(u — a(u))z' — a'(u)z = b'(u) (L) 


qui est, en général, une équation différentielle linéaire. 

d) Inversement soit 6: J, — R, (J, & J), une solution de (L) de classe C, 
dont la dérivée ne prend pas la valeur 0, ? = 6(J,) est un intervalle de R et 8 
induit un C!-difféomorphisme de J, sur 1. On dispose donc de l'application : 


o: IR t+a(8"!(r)}t + b(87'(t)) 
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On a: 


VueJs o(ô(u)) = a(u)O(u) + b(u) 
Par dérivation, on en déduit, compte tenu de {L): 
Vue Jo (@{6(u)) — u) O'(u) = 0 
et, 0’ ne prenant pas la valeur 0: Vue J, œ'(O(u)) = u ce qui s'écrit : 
VteJ œ'{r) = 6 *(t) 


Il en résulte que w est une solution de (A), de classe C? sur 1, à dérivée 
seconde ne prenant pas la valeur 0. 


Dans la pratique, on utilise le fait que le graphe de @ admet la représentation 
paramétrique : 


t — O(u), = a{u)O(u) + b(u), (u e Ji) 
2° Équation de Clairaut.— 1 s'agit du cas particulier : a = Id, soit: 
y = yt + b(y) (C) 
— D'après 1°, b) les solutions affines de (C) sont les applications 
t mt + b(m), m € J. 


— Cherchons, par la méthode du 1°, les solutions de (C) dont la dérivée 
seconde ne s’annule pas. Ici (L) estl’équation ordinaire : z = — b'{u). Pour tout 
sous-intervalle J, de J sur lequel b est de classe C? et b” ne prend pas la valeur 0, 
nous disposons de l'application O:u +-+— b'(u) de J, dans R; d’où la solution : 


p: JS) +R t-207 "(tt + b(87 (1) 


Les graphes des solutions ainsi obtenues sont tous inclus dans le support de 
l'unique arc paramétré défini par : 


t = — b'(u),, y = — ub'(u) + b(u), (u e J). 


Au point dont le paramètre u vérifie b”(u) Æ 0, la tangente à cet arc est le 
graphe de la solution affine t ut + b{u). 


— Toutes les solutions s’obtiennent par « raccordements » de solutions des 


deux types que nous venons d'étudier (la remarque géométrique qui précède 
étant très utile dans la pratique). 


EXEMPLE. — Étude de: y = ty' — y'2/4. 

Pratiquement on opère comme suit : 

On pose y’ = u: d'où y = tu — u?/4. On écrit dy = u dt. Il vient: 
(t — u/2) du = 0 


— du = 0 fournit les solutions affines t. + tm — m?/4(meR). 
— u = 2t fournit la solution t +-+ t2. 
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Graphiquement, on obtient une parabole et ses. tangentes, ainsi que les solutions s'en déduisant 
par raccordements. 
3° Autre cas particulier. — On suppose ici: VteJ at) Zt. 
— Il n’y a pas de solution affine (ici D = @). 
— En remarquant que, pour toute solution @: I — R, de classe C?, on a: 


Vtel (1) = a(@(t)) + (a'(@’(t)}t + b'(p'(t)p"(t) 


on constate qu'il n’y a que des solutions à dérivée seconde ne prenant pas la 
valeur 0, définies sur J. On les obtient par la méthode du 1°. (Ici (L), qui s’écrit 
a'(u) b'(u) 


= ———7z= ————— 
u — a(u) u — au) 


admet des solutions de classe C! définies sur J). 


4° Cas général. — Reprenons D ={m e J|a(m) = m}.Sous réserve de 
commencer par intégrer des équations de Clairaut, on peut supposer qu'aucun 
intervalle ouvert et non vide de J n’est inclus dans D. On dispose : 

— des solutions affines t + a(m)t + b(m),meD; 

— des solutions à dérivée seconde ne prenant pas la valeur 0, définies sur 
des intervalles inclus dans J\D. 


FIG. 22. 
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On procéde encore par raccordements. 


EXEMPLE. — 2y = (y + 1/y'}t + y'°/3 — y + 1. 


La méthode pratique est la même que pour l’équation de Clairaut : on pose y’ = u et on écrit 
dy = u dt; on obtient ici: 


@ u? — 1 = O0 correspond à a(u) = u, et fournit les solutions affines : 


t tit + 1/6 t — — 1 + 5/6 


1 dt 1 | 
@ — — = —1t + | donne les solutions: 


2 
É = y? + au 
y = 2u*/3 + au?/2 + (x + 1)/2 


Dans la pratique, on se contente souvent de cette forme paramétrique. De façon plus précise, il 
faut prendre u dans l’un des intervalles ne contenant pas 0 et — &/2.'En résolvant t = u? + œu en u, 
on en tirerait les solutions sous la forme y = v{t). 


EXERCICES 


5.1. — Résoudre les systèmes différentiels suivants (où t désigne la variable) : 


x'=x+y+cost —sint, y = — x + 3y + sint; 
x'=x+my+pt y=-mx+y+qt ((p.4)eR?); 
x'= — x + 2y +e Arctgt; y’ = 2x + 2y + 2e* Arctgt; 
x'= x + 2y + 2e Logt, y = — x + 4y + e Logt; 
x'=x+7y+sint, Y = —x +37; 


x'+y — y =sint, 

x" ue m°?y = 0, 

x" + 3y' — 4x + 6y = 0, 
x"=x + y — }, 

x" + 2ky' + o2x = 0, y" 


X—yY+x=t; 
"—mx=0 (meR): 
+ x — 2x + 4y = 0; 
y"=x +y — x; 


— 2kx' + w?y = 0 ((k, w)e R°): 


, 


X'= —X + y, Y = —y+2, = —-1+x 
avec x(0) =1,  yO)=ÿ  z(0) =; 
X'=x+z, y =2x — y, z'=x-y+l1l/2.x; 
x" = y +2, Y=x+2z, ZX +-Y: 
x' = 3x + y — 2, Y=x+}y+z, z' = 2x + 22; 


3 ; z 6 ne 
x'= —-x+2y —-, "= -x+z, 2 = -Xx — 6y + —z; 
IS 2 2 
6x" = 6x — 3y, 4y = — 3x + 6y — 3z, 47 = — 3y + 4z; 
x' = — ax + a), y = — a} + az, z'= ax —- az (ae R); 
x =x+y+e!; y = y+te, z'= 22 +e'; 


y = 2 + x/3 = sint, 
x' = 3x + y + 3t, y = 


2 — x + y/3 = sint, 
— 4x — y — 3 + 61, 


x — y +24/3=sint; 
z' = 4x — 8y + 2z; 
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5.2. — Mouvement dans le plan (O, 1: EF 
façon que, À e .#A{2) étant donnée, on ait : 


x’ X X' x 
AE] « ler] 
y: Y2 Y2 Yi 


5.3. — Résoudre : 


) des points M,(x,, y.) et M,(x2, y) de 


On introduira : 


1 e' ] 
P(t) = O 2e‘ O0 
2 —e 0 


5.4. — Résoudre : À’ = MX, avec 


x 1 Cost + 2sint — sint +2cost 
X =|y let Mt) =10 1 — 3sin?rt + 3sintcost 1 + 3 cos? rt — 3sintcost 
2 O0 —1]1—3sin21 — 3sintcost 1 — 3cos?t — 3sintcost 


+ 


On posera : 


1 0 0 
X = PY avec P(t) = O cost sint 
O —sint cost 


S.S. — Théorème de Floquet. — Soit | une application continue, de période w, de R 
dans Z(C”). On considère : y’ = {(t).y (H). 


a) Soit S,, le C-espace vectoriel des solutions (définies sur R) de (H). Montrer qu'on 
détermine un automorphisme v de S,, en posant : 
VpeSy VteR v(y)(t) = {it + w). 
En déduire qu'il existe un couple (4, W)e € x S,, tel que : 
VteR (rt + ©) = AVÿ(t). 
Exhiber un tel couple dans le cas de l'exercice précédent. 


* b) Retrouver le résultat de a) en vérifiant que, R, désignant la résolvante de(H}ent 
on a : 
VIER _R,,.(0)=R,(0) R,(0). 


(On fera intervenir les valeurs propres de R,,(0)).» 
c) Étudier le cas où l'application Î est constante. 


5.6. — On considère l'équation différentielle (H) : y = u.y, où ue Z(C")est donné. 
a) On suppose que u est diagonalisable; montrer que (H) n’admet que des solutions 
bornées sur R si, et seulement si les valeurs propres de u ont toutes une partie réelle nulle. 


b) On suppose que u n’est pas diagonalisable. Montrer que (H) admet des solutions 
non bornées sur R. 
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S.7. — Trouver toutes les solutions périodiques, de période 1 de l'équation 
différentielle y” + a(t)y = b(t), où a et b sont des applications continues de R dans R, de 
période 1. 


5.8. — Résoudre : 
A —r)y +ty=2//1+8; (= 1)y +ty=8 21 
t(t + 2)y + (1 + 1)y — 1 = 0 (solutions développables en série entière ?); 
21(1 — t)y + (1 —t)y = 1 (solutions sur ]— oo, 1[?); 


3(47 — 1)y?y + ty} = +2 rt; y'sint — ycost = sin; 
( — y')dt + Aydy =0;  (t? — y*)y —1ty = 0;  yy" — 3y? = 2yy'; 
(A +t2)y" + ty = 1 + Arctgt. 
(A — t2)y" — ty — a?y = 0 (t + es Arcsint est solution); 
(1 — cos 4t)y" + 2 sin 4ty — 8y = 0 (t  tgt est solution); 


4&t — t?)y" — 2y — y=0 (t —/|t — 1| est solution) 
(£? — 1)y" — 12y = 0 (solution polynôme); 

(7 + 1)y" — (21 + 1)y + 2y = 0 (solution polynôme); 
(€ — 1)t2y" + 2(t — 2)ty — Qt + 1)y +12=0 


(on posera y = t 22; on cherchera une solution définie sur R). 


5.9. — Soient J un intervalle de R et f: J — R une application continue. Résoudre 
y" = f(t), avec la condition initiale (to, Yo, . . ., VS 1), (to € J). Retrouver la formule de 
Taylor avec reste intégral. 


5.10. — a) Soit: y” + a(t)y' + b{t)y = 0 où a et b sont continues sur J. On suppose 
qu'il existe deux solutions @, et @, vérifiant : 


VtEeJ  œ(t) = tp,(r) 


Quelle relation existe-t-il entre a et b? 
b) Résoudre lorsque a(t) = 21. 


1 3 
c) Résoudre: y” + y'tgt + y C + 1 ) = (, 


S.11. — a) Soit y” + a(t)y' + b(t)y = 0. On suppose qu’il existe un système libre 
(®1, p2) de solutions tel que @? + 2 soit constant (resp. @? + p? = 1). Quelle relation 
existe-t-1] entre a et b? 


b) Résoudre : 
y" cost + y'sint + ycos° t = 0; 


(1 — t?)y" — ty + 9y = 0: ty" — y +t*y=0 


5.12. — a) Soient @, et , des solutions de y” = yf(t). Montrer que w,w, est solution 
d'une équation de la forme: 2zz” — z'? — 4z2f(t) = k, où k est une constante. 
Que devient k quand on remplace ®, par ap, + By, et @, par yp, + ôp? 


8 


: z? = 1. 
cos? t 


b) Résoudre : 2zz" — z'? — 
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5.13. — Soit (H) : y” = p(t)y’ + q(t), où pet q sont de classe C! sur un intervalle J de 
R. 


a) Montrer que si est solution de (H), alors @? est solution d’une équation 
différentielle de la forme: 


y" = P(t)y" + Q()y + R()7. (K) 
Expliciter (K). On trouve: P = 3p, Q = p' + 3q — 2p°, R = 2q' — 4pq. 


b) Montrer que si @, et @, sont solutions de (H), alors @,®, est solution de (K). 


Désignant par w le wronskien du système (p,, ,)et par Wcelui du système (p}?, @,w>, pi), 
montrer que: W = 2w°. 


5.14. — Résoudre: 


y" —-2y +y=cht; y"—-3y +2y =tsht; y” +y + y=teost 
y" — 2y + ky = cost (keR); y” +y=t?cos7t; y” —y=cht 
y" —y=kt (kER); y'+4y=sinat(aeR); y” + y = cos°t 


y" + 4y = sinatcos ft ((a B)e R?); y” — 6y + 9y = sin 3r; 
y" —2y - 3y=e"ch ?1t;: y" — 6y + 5y=e ch ?t; y” +4y =tsin?t 
y" — 2ky + (k? + 1)y = etsint (keR); 


y" — 2y + y = el (solution de classe C? sur R?);: 
"+2 +y=sh?t/2; y"-2y +y=tcht; y — y = cost 
y" — 3» +y — 3y=e; y" + 6y + 9y = e {12 + 1) 2 
1 2 9 6 2 
PRE; Jap J'OfPRO=eeREr. 
cos ft t 
2t +1 
2 


! 


y" — 4y + 3y = e 
5.15. — Pour l'équation : 
A +e2)y" + ty + k!y = 0 
résoudre en effectuant un changement de variable x = g(t) conduisant à une équation 


linéaire à coefficients constants. 


5.16. — Soit y” + a(t)y' + b(t)y = 0. On effectue le changement de variable x = g(t). 
a) À quelle condition obtient-on une équation linéaire à coefficients constants? 
b) Dans le cas a(t) = 2/t, déterminer b pour que cette condition soit remplie. 


5.17. — a)Soitty” + ay’ + by = 0, (a, b) e R°. Pour quelles valeurs de (a, b) peut-on, 
par changement de variable, se ramener à une équation linéaire à coefficients constants ? 


1 
Résoudre : ty” + 5) + y = 0. 
b) Même question pour: (1 + t?}y” + aty' + by = 0. 


; 1 
c) Etudier : f{t)y” + : f'E)y + by = 0. 
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5.18. — a) Résoudre (1 — t?)y" — ty + a?y = 0, (ae R), en effectuant un change- 


dy 
ment de variable t = g(x) visant à supprimer le terme en re 
X 


b) Étudier de même: ty” — (n — 1}y — n?2t2"-!y = 0. 


5.19. — Soit ke R. Résoudre y” = ky, où y est à valeur dans l’espace de Banach E. 


dx 
5.20. — Soit M e .#R (3) antisymétrique. L'équation 2: = MX (Xe #h (3, 1)) a-t- 
LA 


elle des solutions constantes? Montrer que le produit scalaire de deux solutions est 
constant. Résoudre. 


5.21. — On considère y” — 2y + y = 0. Soit (@,,w:) la base de l'espace des 
solutions définie par @,(0) = p:(0) = 1, p,(0) = @(0) = 0. Quelle est la base duale de 
(P:, 2)? 


5.22. — Résoudre : }” + y = b(t), où b est la fonction de période 2 qui coïncide 
avec t lt] sur [ — 1, + 11. 


5.23. — Montrer que: y” + y = P(t), avec P e R[X], admet une, et une seule 
solution polynomiale et qu’elle s'écrit : 


d?"P(t) 


cs (— 1} —— PATES 


5.24. — On définit un endomorphisme d de l’espace vectoriel des applications de 
classe C® de R dans R par: f -f" + tf. 
a) Noyaux et vecteurs propres de d, de d”,(ne N). 


b) Résoudre : y” + 2ty' + (1? + k)y = 0. 


*<  sinut 
5.25. — a) Montrer que t —F(t) = [ TE Ha est de classe C* sur R*. 
[a 
b) Montrer que F est solution de : 
yN + y = 5 (1) 


c) Résoudre (1) et en déduire : 


F(t) = ( — e-tlV2 cos t//2), (t > O). 


1 
5.26. — a) Résoudre :(L) y” + y = : sur R* et montrer qu’une solution est : 


. [ sin(t — u) L sin u à 
‘ir —————— du = ———— Ou 
eo  üU o u+t 


; du est de classe C? et vérifie (L) sur R*. 
u 


b) Montrer que ,:t | 
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c) Montrer que (L) admet une seule solution qui tende vers 0 quand ft tend vers 
+ oo : en déduire que @, et @, coïncident sur R*. 


a …_ [sin u fl 
d) Montrer (avec justification à l'appui) : du = 5 
o u 
5.27. — a) Résoudre : 
y) + 5y" + 4y = 0 (H) 
b) Soient b une application continue et 2r-périodique de R dans €, et à c,e”* la 
peZ 
série de Fourier de b. Montrer que : 
y + 5y" + 4y = b(t) (L) 


admet une solution 2r-périodique si, et seulement si : 


Cr = li; = CG = C3 = 0 


En supposant cette condition remplie, et en se limitant au cas où la série Ÿ le, 
pel 
converge, exprimer les solutions de (L) sous forme de sommes de séries trigonométriques 


convergentes à y,e* (on cherchera les y, en fonction des c.,). 
peZ 


Calculer les c, et les y, dans le cas de : b(t) = ————— 
2 + cos 3t 


5.28. — Résoudre (y + y’) cos t — (y” + y) sin t = 0. 


5.29. — a) Résoudre : 2yy” + y"? — y’? = 0. 
b) Retrouver les résultats en étudiant : 


"(y + y”) _ 0. 
5.30. — Résoudre : 
y t!t t°? 
y. 1 2| =0 
y" 0 2 
5.31. — On donne ae R' et f: R — R, continue. Déterminer les applications 


p: R — R, deux fois dérivables, telles que : 
VteR o"(t) + a/q(— t) = f(t). 
On achèvera les calculs dans le cas : f(t) = t. 
5.32. — On cherche les applications continues f: R, — R vérifiant : 


Vix, De R? (0 < y < x) = ({x}f{y) = | f{t)dt) (1) 


Montrer que ces applications sont de classe C® et former une équation différentielle 
qu'elles vérifient. En déduire les solutions continues de (1). 
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5.33. — Déterminer f de R vers R telle que u:(x, y) f(y/x) soit harmonique 
(Le.: ur2 + u,2 = 0). 


5.34. — Déterminer les fonctions f de R vers R telles que 


gi tx y, 2) = fV xt + y? + 22) 


vérifie : 


a) ga tg2t :g=05 b) g, = xyzr ", (aeR*). 


x? + y? +2 
5.35. — Résoudre par changement de variable : 


y" + (de' — 1)y + 4e*y = 0, (x = e!); 
y" + y + ye_# = 3 cht + sht, (x = e”') 


5,36. — Résoudre : 


PT ET TT 
+1)" —-ty +y=(t-1}e 2 
5.37. — Solutions développables en série entière de : 
t2y" — 2ty + (12 + t?)y = 0; t2y" — 6ty + (12 + t1°)y = 0 
ty" +(t+t)y — y =0; ty" — (x + k)y + ky = 0 (kER) 


5.38. — Soit PeR[X]. Montrer que l'équation: (t? + 1)y” + 3ty° + y = P(t) 
admet une, et une seule solution polynôme. 


5.39. — Soit l'équation : t?y" + ty — (t? + 1 + 1)y = 0. 


+ x 


a) Trouver une solution @ :t + ÿ af" avec p’(0) = 1. Montrer que, pour n > 1: 
n=0 
]  : 
la,| < ———. En déduire le rayon de convergence. 


(n — 1)! 
b) Résoudre en posant y = ze ‘/r. Reconnaïtre la solution trouvée en a). 


5.40. — Montrer que l'équation : 1°y + 2y — 1° = 0 admet une solution définie sur 
R. Est-elle développable en série entière ? 


5.41. — L'équation:1°y" + (61? + 1)y' + 6ty = 0 admet-elle une solution dévelop- 
pable en série entière ? Résoudre. 


5.42. — Pour chacune des équations suivantes, étudier l’existence de solutions 
développables en série entière et celle de solutions définies sur R : 


] 9 
— — y + -ty = 0; 4ty" + 2y — y = 0; 
y 7 47 y y y , 


ty" +2y +ty=0, (21? — 3t + 1)y" + 2ty  — 2y = 0. 
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5.43. — Développer en série entière les fonctions : 


tim,/1+,/1+t5 1241 + rj"2cos(x Arctgt), («eR). 


5.44. — Résoudre : 
t?y" + 4ty + 2y = Log(1 + t); ty" + ty + y = cos(a Logt), (x e R); 
2y? —tyy — (y +yy)=0 (z =); 
t2y" — 2ty + 2y = 2 + 21° sin 2t. 
5.45. — Résoudre : 


YVt-y+4+2V0 Vy=0 ty +y—1p = 0; 


y + ytgt— y? =0;  y'cost — y'sint + y’? = 0, y — y =t/y: 
y? — 12 


‘+= + =0 {solutiont —-}; ty — y = 
LS t 1? t ER a? +bt+c 


5.46. — Résoudre : (1 — 1°)y = y? — t?y — 2r (solution t + klrf°). 


5.47. — a) Déterminer la fonction c pour que t Ht soit solution de 
y = y? + ty + c(t) et résoudre. 

b) Déterminer les fonctions a et b pour que t — (t? + 1)ett + — (1? + 1/2) 
soient solutions de (#2 + 1)y' = 4t2y? + a(t)y + b(t), et résoudre. 


5.48. — Appliquer aux équations linéaires homogènes du second ordre la méthode 
exposée au chapitre 4 pour les équations homogènes en y, y’, y”. Qu’obtient-on ? 


5.49. — Résoudre : ty’? + 2(t2y — 1}:y — 4 — 4y = 0. 
a) On posera z = ty + 1/t° b) On s'inspirera des équations de Lagrange. 
5.50. — Résoudre : 
Q+y'h= y;  2y=y —1/y; t= pe"; t=e"+ y; 
t= yes py=(y+l1/yls y +6y —yy =0 EP +y*-ky =0; 
Y—kyy +7 =0, t(?+y7)—- ay? =0;  t(r7 + y?) — af? — y?) = 0; 


(y — y} = (y + y}; y" = y? — y'?cotg y; 
y 

#1 + 4 = , + } : # = : 

Y+Yy = yy(y + y) y GT Dho cAp 


yy" Eu y” se 4 à 0; yy" y"; y'y" e 3y”2 _ 0; y” = et}: y?y" de 2ty'° = 0 
VVty=t+y (f+y)y +2 =0  yy=l+y 


2y? — tyy — (y? + yy)= 0; (y — ty} + t/yy" = 0 


6 
INTÉGRALES MULTIPLES 


e Pour améliorer la présentation de l'ouvrage, nous 
avons réparti la généralisation de la théorie de l'intégrale 
simple du IIL.6 entre les chapitres 6 et 7 du présent tome, 
qui constituent un tout. Les démonstrations ne consistant 
qu'en une extension immédiate à p > 2 de résultats déjà 
acquis pour p = 1 seront laissées au lecteur, sans que cela 
soit toujours dit explicitement. 

e Letexte imprimé en caractères normaux recouvre 
le programme de toutes les classes préparatoires, et suffit 
pour une première lecture, à condition d'admettre un petit 
nombre de propositions (désignées par le signe x )dont les 
démonstrations font appel à des résultats acquis dans les 
paragraphes et sous-paragraphes imprimés en caractères 
fins. 

© Dans tout le chapitre p désigne un entier naturel 
non nul. RP sera toujours muni de sa topologie usuelle; il 
sera souvent commode — et le lecteur vérifiera que cela 
n'altère en rien la généralité de l’étude — de considérer 
que cette topologie est induite par la norme N, : 


(Xi, -..,X,) > max {x;|. 
1<i<p 


6.1. INTÉGRATION DES APPLICATIONS EN ESCALIER 


6.1.1. Subdivisions d’un pavé de R? 


1° DÉFINITION I. — On appelle pavé fermé de R? toute partie de R? formée des 
(x1, ..., x,) vérifiant: 
VieN, &a<x< b, (1) 


où (a;)en, et (bi)en, Sont deux familles de réels vérifiant 


VieN, a<b, (2) 


P 
Un tel pavé se note: [] [a b:;]. 


i=1 


On définit de même un pavé ouvert en remplaçant (1) par: 


VieN, a <x;< b; 
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REMARQUES. — a) Un pavé fermé (resp. ouvert) est une partie fermée (resp. ouverte) de RP. 
b) Avec la norme N., les boules de R? sont des pavés « cubiques ». 
c) Pour p = 1, un pavé fermé n'est autre qu’un intervalle compact. 


DÉFINITION IL. — Soit P le pavé fermé de R? défini par (1). Pour tout i e N,, on 
désigne par  ; l’ensemble des subdivisions de l’intervalle compact [ a, b,] de R. Les 
éléments de l'ensemble 3 = 3, x ... x 4, sont appelés subdivisions du 
pavé P. 


Il s’agit des p-uples o = (6,, ...,o,), avec ô; = (a; j)ocrens i € N,. On dit 
que ©, est la i-ième composante de ©; à(o;) désignant le pas de ©; le réel 
positif 6(o) = max Ô(o.) est dit pas de la subdivision ©. 


1<i<p 


Celle-ci détermine les n; ...n, pavés fermés: 
Fi.) = {(x ele R’|Vie N, Aiun1 < Xi < Q; x} 


qui sont appelés cellules de la subdivision ©. On dit que (P,)., où J désigne 
abréviativement l’ensemble N,, x ... x N, est la famille des cellules de o. 


2° Relation d'ordre sur S. — DÉFINITION. — Soient © = (6,, ...,0,) et 
Oo" = (6, ..., 0) deux éléments de 7. On dit que la subdivision o’ est plus fine 
que la subdivision o, et on note © < o', si, et seulement si, pour tout i € N,, o; est 
plus fine que o. 


Il s’agit manifestement d’une relation d’ordre partiel sur #. 


3° Mesure p-dimensionnelle d'un pavé de R?. — DÉFINITION. — Soit P le pavé 
fermé de R? défini par (1); les réels positifs b, — a, i e N,, sont appelés longueurs 


P 
des arêtes de P; leur produit | [ (b; — 4;) est appelé mesure p-dimensionnelle de P 
i= 1 
et noté m(P). 
Remarquons que m(P) = 0 si, et seulement si P = @. 


THÉORÈME. — Soient P un pavé fermé de R?, © une subdivision de P, et (P ).., la 
famille des cellules de ©. On a: 


m(P) = mp) 


Avec la notation du 1°, on a en effet: 


LR P 


2, mP) = D CRC 3 [I (a, k, ES G 4,1) 
| k,=1 k,= 1 i=1 
ÊE: 


m(P) = [I ; (ax, — dix). CO 


i=]1 k;= 1 
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4° Parties pavables de R?. — DÉFINITION. — Une partie À de R? est dite 
pavable si, et seulement si À peut être considérée comme la réunion d’une famille 
finie de pavés fermés de R? dont les intérieurs sont deux à deux disjoints. 

Une telle famille est dite adaptée à la partie pavable À. 


REMARQUE. — En utilisant le fait que l'intersection de deux pavés fermés est un pavé fermé, et le 
fait que, si P et Q sont deux pavés fermés tels que Q < P, alors P\Q est pavable, on constate que les 
parties pavables de R? sont les réunions finies de pavés fermés de RP. 

THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit À une partie pavable de R?. Pour toute 
famille adaptée (4)... le réel À m(À ) est indépendant du choix de la famille ; on 
JE 


appelle mesure p-dimensionnelle de À ; on le note m(À). 


La notion de partie pavable ne présentant pratiquement pas d'intérêt pour 
la suite, bornons-nous à donner le principe de la démonstration : 

— Étant donnée une famille adaptée (A je» On obtient visiblement une 
nouvelle famille adaptée en remplaçant chaque 4 ; par la famille des cellules d’une 
subdivision quelconque de 4.. D’après le théorème du 3° la somme des mesures 


des pavés qui constituent la nouvelle famille adaptée est 5 m(4). 
jeJ 


— Étant données deux familles adaptées (4); et (Ayxex On peut trouver 
une troisième famille adaptée formée exclusivement de cellules de subdivisions 
des 4, et aussi exclusivement de cellules de subdivisions des 4,. CO 


Propriétés des parties pavables. — On constate que: 


— Toute réunion finie (resp. toute intersection finie) de parties pavables de R? 
est une partie pavable de RP ; 
— Si À et B sont des parties pavables de R?: 


m(A NB) + mA LU B) = mA) + m(B) (3) 
et : m(A\B) = m4) — m(A N B) (4) 
Les parties pavables de R? n'’interviendront qu’au 6.5.3. 


5” CONVENTION. — Dans toute la suite, par pavé nous entendrons pavé fermé, 
d'intérieur non vide. 


6.1.2. Applications en escalier sur un pavé 


Soient P un pavé de R? et E un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). 


DÉFINITION Ï. — Une application f: P — E est dite en escalier sur P si et 
seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes : 

l) f est bornée sur P; 

li) Il existe une subdivision © de P telle que la restriction de f à l'intérieur de 
toute cellule de © soit une application constante. 
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REMARQUE. — Pour p = 1, la condition i) est automatiquement remplie (III.6.1.2). Pour p > 2, 
on pourrait se dispenser de l'imposer (les valeurs de f en dehors des intérieurs de cellules 
n’interviendront pas); en fait elle se révèlera commode. 


DÉFINITION II. — Soit f: P — E une application en escalier. Une subdivision 
© de P est dite adaptée à f si, et seulement si la restriction de jf à l’intérieur de toute 
cellule de © est constante. 


Remarquons que, f'étant en escalier, il existe au moins une subdivision adaptée à f; d'autre part 
toute subdivision plus fine qu’une subdivision adaptée à f est elle-même adaptée à f. 


6.1.3. Intégrale d’une application en escalier 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient f une application en escalier d’un pavé P 
de R? dans un e.v.n. E, © une subdivision de P adaptée à f, À ; la valeur constante de f 
sur l’intérieur de la cellule P ; de o(j € J, avec Card J = n, ... n,). Alors l'élément 


ÿ m(P )A; de E est indépendant du choix de la subdivision © adaptée à f. On 
jeJ 
l'appelle intégrale de l'application en escalier f ; on le note | . 


P 


On procède comme au III.6.1.3, 1°, en introduisant, pour i e N, fixé un 
élément ce [a,, b:]. CO 


REMARQUE. — Si f'est bornée et si la restriction de f à P est constante, de valeur À, alors f'est en 


escalier et | f = mP)}A. 
P 
2° Propriétés des applications en escalier et de leurs intégrales. — Soit P 
un pavé de RP. 


PROPOSITION I. — L'ensemble & des applications en escalier de P dans un 


K.e.v.n. E est un sous-espace vectoriel de E? ; l'application f -— | f de & dans E 
est linéaire. | 

PROPOSITION IL. — Soient E et F deux K-e.v.n., # une application linéaire 
continue de E dans F et f : P — E une application en escalier. Alors u c f est une 
application en escalier et on a : 


fur-d[} 


On notera que l'hypothèse sur la continuité de u nous garantit que u c fest bornée ; elle n'est pas 
nécessaire pour p = Î. 


PROPOSITION III — Soient E, F, G trois K-e.v.n., T : E x F — G une 
application bilinéaire continue, f et g deux applications en escalier de P 
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respectivement dans E et F. Alors: 
fTg: P-6G x f(x) T g(x) 


est une application en escalier. 
Dans la pratique on utilise : 


T: K x K — K (x, y) + xy 
ou T: KXxXE-—E (@, X) > ax. 


PROPOSITION IV. — Soit /: P — E une application en escalier. Alors : 


IE PR x fl 


[a < fu 


COROLLAIRE I. — Si f: P — R est une application en escalier positive alors 
l'intégrale de f est positive. 


est une application en escalier, et on a 


CoROLLAIRE II. — Soient f et g deux applications en escalier de P dans R telles 


que f < g, alors fr< g. 


P P 

PROPOSITION V. — Soient f: P — E une application en escalier, o une 
subdivision de P, de cellules P(j e J, avec Card J = n, ... n,). Alors la restriction 
de f à chaque payé P ; est une application en escalier, qu'abusivement on note f. On 
a : 

frs fs 
P JS Jp 

Pour établir cette dernière proposition, 1l suffit de raisonner dans le cas de 

l'introduction d’un point c de l'intervalle ] a; b;f, ie N, fixé. CO] 


6.2. INTÉGRALE DE RIEMANN D'UNE APPLICATION D'UN PAVÉ 
DE R’DANS UN K-ESPACE DE BANACH (K = R OÙ C) 


Même lorsque cela n’est pas précisé, P désigne un 
pavé de RP? (fermé, d'intérieur non vide). 


6.2.1. Notion d'application intégrable sur un pavé 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient P un pavé de R?, E un espace de Banach, 
etf: P — E une application. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes : 


i) Pour tout € € R*, il existe deux applications en escalier ®.: P — E et 
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Y,: PR vérifiant: 
W—-®I<Y et [+ < €. 
P 


ii) Il existe une suite (,),., d'applications en escalier de P dans E et une suite 
(4), d'applications en escalier de P dans R vérifiant : 


VneN f-@l<%, et lim [wo 
P 


n+ + oo 


Toute application f: P — E vérifiant ces deux assertions est dite intégrable au 
sens de Riemann, et abréviativement intégrable. 

Tout couple de suites [(@,)..n, (Ÿ,)..\] vérifiant ii) est dit couple associé à 
l'application intégrable f. 


6.2.2. Intégrale d’une application intégrable sur un pavé 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient P un pavé de R?, E un espace de 
Banach et f : P — E une application intégrable. Alors pour tout couple de suites 


[( Pure (Ven) associé à f, la suite (| 


P 
est indépendante du couple associé ; elle est dite intégrale de l’application f. 


ox) d'éléments de E converge. Sa limite 
neN 


De même qu'au I11.6.2.2, 1”, on constate que sif: P — E est en escalier alors 


j est intégrable et son intégrale (au sens du théorème précédent) est | f (au sens 
P 


de 6.1.3, 1°), ce qui justifie : 
NOTATION. — L'intégrale de l'application intégrable f: P — E est notée | 1 
P 
2° Propriétés des applications intégrables et des intégrales. — Soit P un 
pavé de RP. 


PROPOSITION I. — Toute application intégrable est bornée. 


C’est ici qu’intervient la condition « bornée » imposée aux applications en escalier. Sans elle, il 
nous faudrait prendre l’énoncé précédent comme un axiome supplémentaire, à vérifier par une 
application pour qu’elle soit intégrable. 


PROPOSITION IE. — Soit E un espace de Banach. L'ensemble .Z des 
applications intégrables de P dans E est un sous-espace vectoriel de E° : 


l'application f | f de SZ dans E est linéaire. 
P 


PROPOSITION III. — Soient E et F deux espaces de Banach sur le même corps 
K, # une application linéaire continue de E dans F. Si f: P — E est intégrable il en 
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est de même de u .f: P — Fet l’on a: 


fur 4ls) 


Comme en IIE6.2.2, 2°) on constate que la notion d'application intégrable et la valeur de 


l'intégrale ne sont pas modifiées si on remplace la norme de E par une norme équivalente. 
m 


PROPOSITION IV. — Soit E = |] E, un produit d'espaces de Banach ; on note 
k=1 
P, la projection canonique de E sur E,. A toute application f : P — E on associe les k 
applications f, = p, °f (kEN,,). Dans ces conditions, f est intégrable si, et 
seulement si chacune des applications j, est intégrable, et alors : 


Lr-([nsf me) 


COROLLAIRE. — un E un K-espace vectoriel de dimension finie, (e,), ,<, 
une base de E et f — D fe, une application d’un pavé P de R? dans E. Pour que f 


soit intégrable, il faut et il suffit que, pour tout k e NN. f, : P — K soit intégrable. 


On a alors : 
LE (fa 


CAS PARTICULIER. — Pour que f : P — C soit intégrable, il faut et il suffit que 
Re(f) et Fm(f) le soient. On a alors: 


{= [ au + mn 


PROPOSITION V. — Soient E, F, G trois K-espaces de Banach, T : E x F — G 
une application bilinéaire continue, f et g deux applications intégrables de P 
respectivement dans E et F. Alors : 


fTg: P-G 
est intégrable. 


En particulier le produit de deux applications intégrables de P dans R ou € 
est intégrable; de même est intégrable le produit d’une application intégrable de 
P dans K par une application intégrable de P dans le K-espace de Banach E. 


PROPOSITION VI. — Soit f: P — E une application intégrable. 
Alors ||f||: P — R est intégrable, et on 2: 


Îs < | [LP 
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CoOROLLAIRE. — Soient jf et g deux applications intégrables de P dans R. 


i) p>o+{[r>0) il) veo=(|s<|e) 


APPLICATION. — Soit f: P — E une application intégrable. Alors : 


|; 


PROPOSITION VII. — Soient f: P — E une application, © une subdivision de P, 
(P);, la famille des cellules de 5. Pour que / soit intégrable, il faut et il suffit que la 


restriction de f à chaque P; le soit. Alors, en désignant abusivement chacune des 
restrictions par jf, on a : 


< m(P) sup IC) 


fr D [s (1) 


Étant donnée l'importance de cette proposition, donnons sa démonstration. 


— La condition est nécessaire. — Par hypothèse, f est intégrable. 


Soit [(P,)yen (V,hen] un couple de suites associé à f. Pour tout ne N, on 
applique à \, la proposition V du 6.1.3, 2° ; on obtient: 


[vs ve 


La positivité de w, fournit : 


vieJ o<[v< |. 
P. p 
J 


De lim | ÿ, = 0 on déduit alors : 
P 


n— + oo 
VieJ lim [vo 
n+ + P; 


D'autre part : 


VieJ VxeP, VneN |fQ) - px] < ,() 


Il en résulte que, pour j e J donné, les restrictions des , et des w, à P,; 


déterminent un couple de suites associé à la restriction de f à P,, qui est ainsi 
intégrable. 


— La condition est suffisante. — Par hypothèse, pour tout j € J, la restriction 
de f à P; est intégrable, et on dispose d’un couple [(®; ,)uns (Ÿ sen] de suites 
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associé à cette restriction. Celle-ci est bornée, et, d’après P = U P; fest bornée ; 
jeJ 
on dispose donc de M = sup |{|f(x)|l. Pour tout n e NN, on peut définir @,: P — E 
xeP 


et ÿ,: PR par: 


oi eJ VrxeP, (ex = p,,(x) À (4,(x) = V,,(x) 
Vx e P\U P,  (p,(x) = 0) A (4,(x) = M) 


p, et Ÿ, sont ainsi des applications en escalier et, la restriction de Ÿ, à P,(j donné) 
ne différant de ,, que sur la frontière de P;: 


[us Hg] Ya 


Ainsi : 


n + + oo 


VnEeN If — op, < w, et lim [v. = 0, 
P 


ce qui montre que f est intégrable. 
— En raisonnant comme pour (,, (n donné), on montre : 


Le. = > | OP ;,n 
P Je Jp. 
J 


D'où (1), par passage à la limite. Q 


6.2.3. Sommes de Riemann (au sens faible) 


1° Subdivisions pointées d’un pavé. — Soit P un pavé de R?. 


DÉFINITION. — On appelle subdivision pointée de P tout couple(o, &),où © est 
une subdivision de P, de famille de cellules (P ).., et où Ë est une famille de points de 
R? de la forme (£,),,, avec: VieJ  E;eP. 


Le pas de (o, &) est, par définition celui de o. 
On note ’ l’ensemble des subdivisions pointées du pavé P. 


PROPOSITION. — B;, désignant l’ensemble des subdivisions pointées de P de pas 
au plus égal à n, #' = {B; In € R* } est une base de filtre sur 7. 


2° Sommes de Riemann. — Soient P un pavé de R? et E un espace de 
Banach. 


252 INTÉGRALES MULTIPLES 6.2.3 


DÉFINITION. — Soient f : P — E une application, et (o, Ë) une subdivision 
pointée de P. On appelle somme de Riemann de f, relative à (o, Ë), l'élément 
S(f, 5, ë) de E défini par: 


S (7, ©, €) — >, m(P}f(6) 


Pour f donnée, on dispose de l’application : 
F: PE (0,6) RH S(, 6,6). 


THÉORÈME. — Soit f: P — E, une application intégrable. Alors l'application F 


admet une limite suivant la base de filtre Z', et cette limite est | f. 
P 
Ce théorème sera démontré dans un contexte plus général au 6.5.5, 2°. À 


titre d'exercice, le lecteur pourra en chercher une démonstration qui généralise 
celle du théorème du IIL.6.2.3, 4°. 


3° Application. — En écrivant le terme général de certaines suites multiples sous forme de 
somme de Riemann, ce théorème permet éventuellement leur étude. 


EXEMPLE. — Soient m et n deux entiers supérieurs à 1; étudier lorsque (m,n) tend vers 
(+ oo, + ww) dans R°, la suite double de terme général : 


m n | 
Am,n — = sr ne 
k=ureamn + kn + im 
On a: 
1 s : 
mn = — 
NM pm im k 
— + - 
m n 
Soit 
| 
J' [0, 1] X [O, 1] + R (x, y) a —— 
l+x+y 


et soit © = (o,, ©) la subdivision de [0, 1] x [0, 1] définie par 


k | 
O1 =|\— C2 = | 
m'O0<k&m n'OKien 


Pour tout k e N, et pour tout / e N,, le point (k/m, l/n) est un point d’une cellule de o et on vérifie 
sans peine que l’on obtient ainsi une subdivision pointée (o, &) de [0,1] x [O, 1]. 
Manifestement : S(f, ©, Ë) = 4, 


En remarquant sup (ô(o,), #02) = sup (1/m, 1/n) et en anticipant sur 7.1.1, on en déduit: 


27 
im Am,n = { = Log — 


Um, n)+(+ ©, +) [O, 1] x [0,1] 
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6.3. INTÉGRALE DE RIEMANN 
D'UNE APPLICATION A VALEURS DANS R 


è P continue à désigner un pavé de RP (fermé, d'inté- 
à rieur non vide). Ici E = R. 


6.3.1. Intégrales inférieure et supérieure 
d’une application bornée 


1° Notations. — Soit f: P — R une application bornée. Dans l’espace 
vectoriel & des applications en escalier de P dans R, nous considérons les deux 
sous-ensembles : 


— 4 constitué des éléments de & qui minorent f, 
— YŸ constitué des éléments de & qui majorent f. 


J'étant bornée, # et Ÿ” sont non vides et à ces deux ensembles nous pouvons 
associer les deux sous-ensembles U et V de R constitués respectivement des 
intégrales des applications en escalier qui constituent % et qui constituent Ÿ. 


2° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Avec les notations de 1°, U est un sous 
ensemble non vide majoré de R, sa borne supérieure est appelée intégrale inférieure 


de f et est notée d f; Vest un sous-ensemble non vide minoré de R, sa borne 


inférieure est appelée intégrale supérieure de f et est notée Î j. On a: 


ef 


6.3.2. Sommes de Darboux d’une application bornée 


DÉFINITION. — Soit f: P —+ R une application bornée. A toute subdivision © 
de P on peut associer les réels : 


d(f, o) = À, m(Pm, et _D(f,0) = à mP)M, 


où (P),, est la famille des cellules de ©, et où m, et M; sont (pour ; donné) les 
bornes inférieure et supérieure de f sur P.. 

Ces réels sont appelés sommes de Darboux, inférieure et supérieure de f, pour 
la subdivision ©. 
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De manière analogue à IIL.6.3.2, 2° et 3° on démontre alors : 


THÉORÈME. — Soit f: P — R une application bornée. L'ensemble des sommes 
de Darboux inférieures de f est non vide majoré, sa borne supérieure est notée d(f); 
l’ensemble des sommes de Darboux supérieures de f est non vide minoré, sa borne 


inférieure est notée D(f). On a d(f) < D(f). De plus d(f) = | fet D(f) = | f. 


6.3.3. Intégrabilité des applications 
d’un pavé P de R? à valeurs dans R 


THÉORÈME. — Soient P un pavé de R?, f: P — R une application. Les 
assertions suivantes sont équivalentes : 


i) f est intégrable : 


ii) les sommes de Riemann de f (au sens faible) admettent une limite suivant la 
base de filtre Z’ (notations de 6.2.3) : 


lil) f est bornée et d(f) = D(/f) (notations de 6.3.2) : 
iv) f est bornée et | f = | f (notations de 6.3.1, 2°). 
P P 


Lorsque ces assertions sont vraies on a: 


[s=an == [| r- Îs 


6.3.4. Propriétés de l'intégrale d’une application 
à valeurs dans R 


1° PropPosirion I. — Soient f et g deux applications intégrables de P dans R. 
Alors les deux applications : 


inf (f, g): x + inf [f(x), g(x)]; 
sup (jf, g): x + sup [ f(x), g(x)] 


[into < int | x | 0): 
sup | 4 Le) < [saute 


PROPOSITION II. — Soit f: P —> R une application intégrable, positive, telle 


sont intégrables et lon a: 


que | f = ©. Alors f prend la valeur 0 en tout point de P où elle est continue. 
P 
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CoRoOLLAIRE. — Soient f et g deux applications continues et intégrables de P 


dans R telles que f < g. Alors | fr | g équivaut à f = g. 


P P 


REMARQUE. — Le lecteur notera que l'hypothèse (faite depuis 6.1.1, 5°) que P est d'intérieur non 
vide est capitale. 


2° Formule de la moyenne. — THÉORÈME. — Soient f et g deux applications 
intégrables de P dans R, l'application g étant positive. On désigne par m (resp. M) la 
borne inférieure (resp. supérieure) de f sur P. Alors il existe ke R vérifiant : 


m<k< M et PEE 
P P 


CAS PARTICULIERS. — a)Sif: P — R est intégrable, il existe k € [m, M] tel que: 
| f = km(P). 
P 


b) Sif : P — Rest continue (et donc intégrable d’après 6.4.1), ilexiste c € P tel 
que : 


s = m(P)f(c). 


3° Inégalités de Schwarz et de Minkowski. — THÉORÈME. — Soient f et g 
deux applications intégrables de P dans C. Alors : 


fr g| < | we. | gl? (ScHwaRZ) 


Lu +a | <|| gel +| | g® |" Mrrowskn 


6.4. CLASSES D'APPLICATIONS INTÉGRABLES 


P est toujours un pavé de R? (fermé, d'intérieur non $ 


$ vide) 


6.4.1. Intégrabilité d’une application continue 
THÉORÈME. — Toute application continue / d’un pavé P de R? dans un espace 
de Banach E est intégrable. 


— Continue sur un compact, f est bornée; posons M = Sup ILf(x)iI. 
— De plus f est uniformément continue. 
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Soit £ € R*. Il existe n € R* tel que: 
V(x, x')e P? (dx, x) < n) = (fG) — f(r)I < €) 


On peut trouver une subdivision pointée (0, &) de P de pas inférieur à n; soit 
(Pjhicjen la famille des cellules de © (on a: £;e P;) Nous disposons des 
applications @ : P — E et W: P — R définies par : 


VieNy VxeP, (p(x) = f(E) À (W(x) = €) 


VxeP\U À,  (o(x) = 0) À (V(x) = M) 


j=1 


Visiblement + et \ sont en escalier, et elles vérifient : 


If — pl <ŸY et | v <c.m(Pr 


6.4.2. Parties négligeables de R? 


1° DÉFINITION. — Une partie E de R? est dite négligeable si, et seulement si, pour tout € € R*, il 
existe une suite (P,),.n de pavés de R? vérifiant : 


 EcUÜP,; ïü) vneN Y mP)<e, 


neN k=0 
où m{P,) désigne la mesure p-dimensionnelle de P,. 
REMARQUES. — a) L'’assertion ii) signifie que la série Z m(P,,), à termes dans R% est convergente (et 
d’ailleurs commutativement convergente), de somme inférieure à &. 


b) Toute partie d'un ensemble négligeable est négligeable. C'est le cas pour @. 


c) Étant donné E © R?, négligeable, pour tout £ € R*, il existe une suite (Q,)4en de pavés ouverts 
de R? vérifiant : 


EcUÜUQ,; VneN © mQ)<e. 


neN k=0 


Il existe en effet une suite (P,),.A de pavés fermés de R? vérifiant 


EcUP,; VneN Y m(P)<e/2. 


neN k=0 


Pour chaque ñn e NN, on peut trouver un pavé ouvert Q, tel que: 


P,c@Q, et  m(Q,)< m{P,) + e/2"*? O 


2° THÉORÈEME. — Soit (E,),.N une suite de parties négligeables de R?. Alors E = U E, est une 
neN 
partie négligeable de R?. 


La démonstration est la même que celle du théorème du 111.6.5.2, 2°. 1m] 
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3° Un cas particulier important. — Soient C un compact de R°7!,(p > 2),et @: C — R une 
application continue. Alors le graphe de : 


S = {(x,x,)e R?7" x R(xe C) A (x, = p{x)} 


est une partie négligeable de R?. 


(On peut, naturellement, écrire (x;,, ...,x,_,) pour x et (x,, ...,x,) pour (x, x,))). 
— Lecompact C de R?” ! étant borné, il existe r € R* tel que C soit inclus dans une boule fermée 


B de rayon r, de centre Oh,-1, qui est un « pavé cubique » (nous considérons R? 7! comme muni de la 
norme N,). 


— Soite € R%. Continue sur un compact, y est uniformément continue; il existe g e N* tel que 
n = r/q vérifie : 


V(x, x')eC? (x — x < n) = (Ip(x) — p(x'} < €). 


Considérons la subdivision du pavé B dont les cellules sont les pavés : 


p-1 


[I Ckn, (k; + Un] avec : VieN,_, —-qg<k<gq-—1 


i=1 


Notons (P;jjgren avec N < (2q}°”7', la famille constituée par celles de ces cellules dont 
l'intersection avec C n'est pas vide, et remarquons que cette famille est un recouvrement de C. 

Pour k e N) donné, choisissons arbitrairement un point &, de P, n Cet désignons par Q, le 
pavé de R? : 


Q=Px{—-Ee + pe + pl 


La mesure p-dimensionnelle de Q, est 2n°°'e. 
— Soitenfn (x, x,) un point quelconque de S. Il existe au moins un k e N\ tel que x e P,; on a 
IIx — El < n, ce qui entraïne : 


pix) — PEN Se et (x x)eQ 


— Nous avons ainsi su associer à tout € € R* une famille finie (Q,); << de pavés de R? qui 
constitue un recouvrement de S et vérife : 


N 
D m(Q,) < (2qÿ 7.207 le = 2PrP le. 0 
k=1! 

En fait, S est « mieux » qu'un ensemble négligeable (cf. 6.5.3, 4). 


EXEMPLES. — a) D'après le théorème précédent, toute partie bornée d’un hyperplan affine de R? 
est un ensemble négligeable dans R?. Il en résulte que toute frontière de pavé de R’ est négligeable, en 
tant que réunion finie d’ensembles négligeables et que tout hyperplan affine de R’ est négligeable, en 
tant que réunion dénombrable d'ensembles négligeables (cf. 2”). 


b) R? et R?7'! étant munis de leurs normes euclidiennes canoniques, la sphère de centre 
(a;, ..., a,)et derayonrest une partie négligeable de R? : elle est, en effet, la réunion des deux demi- 
sphères d'équations : 


tL,=a, + ÿr—(t — a) — — (t,-, —4a,-i1), (£,, +. t,-1)€B 
2 2 
t,=a,— Vr — (t, — a) TT us — (1, — 4,1), (t,, CS t,-1)€ B 
où B est la boule fermée de R?°7" dont le centre est (a4,, ..., a,_,)et le rayonr. 


REMARQUE. — La notion de partie négligeable est relative à l'espace envisagé : dans R, le segment 
[a, b], a < b, n’est pas négligeable; R étant considéré comme plongé dans R? par l'application 
t + (t, 0), le même segment est négligeable dans R2. 
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6.4.3. Caractérisation des applications intégrables 
d’un pavé de R? dans un espace de Banach 


1° LEMME. — Soient P un pavé de R°, E un espace de Banach, et f : P — E une application 


intégrable. Alors, œ(f, x) = inf Gô(/{U)) désignant l’oscillation de f au point x e P (IIL.6.5.f, 1°) : 
UEŸ (x) 


VaeR* À =1{xePlo(f, x) > a} est négligeable. 


Soit € e R. Il existe @ : P > E et ÿ : P — R, en escalier, telles que : 


dE 
If —pl<Ÿ et [r<® 
5 6 


Choisissons une subdivision o,, de famille de cellules (P,)..,, adaptée à la fois à @ et W. 
Pour j e J donné, deux cas-sont possibles : 


a) La valeur constante prise par W sur P, n'excède pas «/3. Alors, pour tout (x, y) e (P )?, on a : 


GX) — FOI < Y(x) + YO) < 24/3 


D'où, pour tout ze P,: œ(f, z) < 2a/3 et zé À. 


b) La valeur constante prise par \ sur b, est strictement supérieure à «/3. 
— Soit J’ l'ensemble des indices j correspondant au cas b). On a : 


2 _. F QE 
— m{(P,) < < — 
3 P 6 


On retient : ÿ m(P;) < €/2. 
jeJ' 


A = P\U b, est une reunion de frontières de pavés, et donc une partie négligeable de R? ; on 
jeJ 
peut le recouvrir par une famille dénombrable de pavés dont la somme des mesures p- 
dimensionnelles n’excède pas €/2. 


Or:4c (a U (u s,)) 


Il en résulte que À peut être recouvert par une famille dénombrable de pavés dont la somme des 
mesures p-dimensionnelles n'excède pas €. 0 


2° THÉORÈME DE CARACTÉRISATION. — Soit f une application d’un pavé P de R? dans un espace de 
Banach. Pour que / soit intégrable, il faut et il suffit que / soit bornée et que l’ensemble de ses points de 
discontinuité soit une partie négligeable de R?. 


La condition est nécessaire. — Par hypothèse, f est intégrable. On sait déjà qu’elle est bornée. 
D'autre part, l’ensemble de ses points de discontinuité, caractérisés par w{f, x) > 0, s'écrit : 


Ü {xe Pla(f, x) > 1/n + 1)} 


neN 


On utilise 6.4.2, 2°. 0 
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La condition est suffisante. — Nous supposons la condition remplie. 

M désigne un majorant de ||f{x)l| sur P. 

Soit ee R*. Posons À = {x € Plu(f, x) > e/2m(P)}. 

Pour x € À, f n’est pas continue en x; 4 est donc négligeable. D’après 6.4.2, 1°, remarque c), il : 
existe une suite (P,);.N de pavés ouverts de R? vérifiant : 


+ œo 
AcUP, et  Y m(P,)< e/2M. 
kEeN k=0 


D'autre part, d’après 111.6.5.1, 2°, À est un fermé de R?,et comme 4 € P, c'est un compact; ilest 
donc possible de trouver une partie finie K de N telle que : 4 € U P.. 


keK 
Posons C=P"n (en U P.): intersection de deux fermés de R?, C est un fermé de R?, et 
keK 


comme C & P, c'est un compact. Pour tout x e C,ona :u{f, x) < e/2m(P);en utilisant la définition 
de l’oscillation et le fait que l'ensemble des pavés ouverts contenant x est une base de voisinages de x, 
on en déduit qu'il existe un pavé ouvert Q, contenant x tel que : 


VG,z)eQ? If(y) — f{z)l < e/2m(P). 


Du recouvrement ouvert (Q,)..- du compact C, extrayons un sous-recouvrement fini (Q,).ex. 
Nous disposons ainsi d’un recouvrement fini (R,),., de P ou chaque R, est un pavé ouvert appartenant 
à l’une des familles (P,),.Kk Ou (Q.).ex- 

Soient ie N, et p,: R? — R la i-ième projection canonique; ordonnons les extrémités des 
intervalles ouverts de la famille (p{R,))., de façon à obtenir une subdivision o; de p{P). 

Soient o la subdivision de P de composantes (o:),.\, et (S,)., la famille des celluies de ©. Pour 
chacune de ces cellules, l'intérieur est inclus dans un pavé de la famille (R,),... Écrivons j e J’ lorsque $ j 
n'est inclus dans aucun P, (ce qui implique que $ ,est inclus dans un Q.); pour tout j € J', choisissons 
un point Ë, de ÿ ; 

Définissons @ : P — E et \: P — R, en escalier, par : 


VieJ' VxeS, (p(x) = SE) À (W(x) = €/2m(P)) 
vxé U $, (px) = 0) À (VX) = M 
jE 


On constate : |f — || < Ÿÿ et | Ÿ KE. O 
P 


3° Application. — THÉORÈME. — Soit f: P — R une application positive et intégrable. Alors 


f = 0 si,et seulement si À = {x e P|f(x) # 0} est négligeable. 
P 
— Si l'intégrale est nulle, f prend la valeur 0 en tout point où elle est continue; À est inclus dans 


l'ensemble négligeable des points de discontinuité de f. 
— Supposons À négligeable. Soit £ e R%. Il existe u: P — R, en escalier, vérifiant : 


u<f et [refuse 
P P 


Étant donné que u(x) > 0 exige f(x) > 0, 4’ = {x e Plu(x) > 0} est inclus dans 4 et, donc, 
négligeable. Pour toute cellule P, d’une subdivision © adaptée à u la valeur constante À, de u sur b, 


vérifie À, < 0 (sans quoi on aurait b, c À'et P, négligeable). On a donc: |! u < 0. 
’ 


P 
Ainsi : Vee R* 0 < | f< 0 ce qui exige f=0 O 
P P 
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6.5. INTÉGRALE DE RIEMANN D'UNE APPLICATION 
D'UNE PARTIE BORNÉE DE R?DANS UN ESPACE DE BANACH 


Pour p > 2, les applications usuelles n'ont que 
rarement des pavés pour ensembles de définition; d’où la 
nécessité de l'extension qui va suivre. 

Toutes les parties À € R? envisagées ci-dessous 
sont (sauf avis contraire) supposées non vides. 

La restriction d’une application f à une partie 
X © Def (f) sera notée fIX. 


6.5.1. Fonction intégrable sur un pavé ; 
prolongement canonique d’une application 


1° Fonction intégrable sur un pavé. — DÉFINITION. — Soient / une fonction 
de R? vers un espace de Banach E, et P un pavé de R? inclus dans l’ensemble de 
définition de f. Si la restriction de f à P est une application intégrable, on dit que la 


fonction f est intégrable sur P et l'intégrale de la restriction, abusivement notée | Î, 
est appelée intégrale de f sur le pavé P. P 


REMARQUES. — a) La précision « sur P » est ici nécessaire. 
b} Une fonction continue est intégrable sur tout pavé inclus dans son ensemble de définition. 


2° Prolongement canonique d’une application. — DÉFINITION. — Soient À 
une partie de R°, et f : À — E une application. On appelle prolongement canonique 
de f, l'application / : R? — E définie par : 


VxeA f(x)=fix), VxeR\A f(x)= 0. 
Notons que la restriction de f à À est f et que, dans R, On 4: 


sup LP CO = up If Co) 
6.5.2. Intégrale d’une application définie 


sur une partie bornée de R? 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit f: À — E une application d’une partie 
bornée À de R? dans un espace de Banach E. S'il existe un pavé P de R? contenant À 
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tel que Ÿ, prolongement canonique de f, soit intégrable sur P, alors, quel que soit le 
pavé Q de R? contenant 4, f est intégrable sur Q et l’on a : 


ff 


On dit dans ce cas que l'application f est intégrable, et que son intégrale est 


| f, où P est l’un quelconque des pavés de R? qui contiennent À. 
P 

— L'intersection de deux pavés de R? contenant À étant un pavé de R? 
contenant À, il suffit d'établir le théorème dans les deux cas PE QOet Qc P. 


e Supposons que À & P < Q et que f est intégrable sur P. 
Avec la notation: 


P= [lab] Q= [IC di 


nous avons : 
Vie N, [a b;] (es [c; d;] 


Nous disposons donc de la subdivision © de Q, de composantes (0), , où o; 
est la subdivision de [c;, d;] d'image {c, a, b, d;}. P est une cellule de © et la 
restriction de f à P est, par hypothèse, intégrable, et donc bornée. 

Pour toute cellule S de o distincte de P, la restriction de f à S est bornée (elle 
prend ses valeurs dans {0} U f{P)) et nulle sur $. Elle est donc intégrable sur S, 
d’intégrale nulle. De la proposition VII du 6.2.2, 2°, on déduit que la fonctionf'est 


intégrable sur Q et que | Î = És mn 
Q P 


© Supposons que À © Q © P et que f est intégrable sur P. 

Nous disposons ici d’une subdivision y de P dont une cellule est Q. Toujours 
d’après 6.2.2, 2° f: qui est intégrable sur P, l'est sur Ç. L'égalité des intégrales def 
sur P et Q résulte de l'étude du premier cas. C] 


— Enfin la notation | f est justifiée par le fait que, lorsque À est un pavé de 


A 
RP, fest intégrable au sens du présent 6.5.2, 1° si et seulement si fest intégrable au 
sens du 6.2.1, les intégrales étant alors les mêmes (on peut en effet considérer 
qu'alors À est un pavé de R? contenant À). 


2° Fonction intégrable sur une partie bornée de R?. — DÉFINITION. — Soient f 
une fonction de R? vers un espace de Banach E et À une partie bornée de R? 
contenue dans l’ensemble de définition de f. Si la restriction de f à À est une 
application intégrable on dit que la fonction j est intégrable sur À et l'intégrale de 


cette restriction, abusivement notée | j, est appelée l'intégrale de f sur À. 
A 
3° Propriétésdes applications intégrables et des intégrales. — Les principales 
propriétés des fonctions intégrables sur un pavé de R? s'étendent aux fonctions 
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intégrables sur une partie bornée. C’est le cas : 


— des propositions I à VI du 6.2.2 et de leurs corollaires ; 

— de la proposition I du 6.3.4, 1°; 

de la formule de la moyenne, cas particuliers exceptés (6.3.4, 2°); 
— des formules de Schwarz et de Minkowski (6.3.4, 3°). 


Les uns et les autres restent valables à condition de remplacer dans leurs 
énoncés : « P pavé de R? » par : « À partie bornée de RP ». 

Le lecteur s’en assurera sans difficulté en introduisant dans chaque cas un 
pavé contenant À et en utilisant des résultats immédiats sur les prolongements 
canoniques tels que: 


ln. rs C2 Fm Pt " 
f+g=/+9 M=N uof=ucf, ÿ=pef, fTa=ÎTg 
REMARQUE. — L'extension des deux résultats qui font intervenir m(P), à savoir 

Îs 
P 


est en général impossible car, pour une partie bornée quelconque de RP, on ne sait pas définir m4); 
nous verrons Cependant une exception (6.5.4, 1°). 


< mP) Le IfCOIL et | = km(P), 
XE P 


Complément sur la limite uniforme. — PROPOSITION. — Soient À une 
partie bornée de R? et (f,),., une suite d'applications intégrables de À dans E qui 
converge uniformément sur À vers une applicationf: À — E. Alors f est intégrable 


« | = lim [sr 


n-+ + oo A 


e Démontrons d’abord la proposition dans le cas où À est un pavé P. 
— Soit £ € R*. D’après la convergence uniforme, il existe N e N tel que: 


Vn>N SUP IPC) — CII < e/2m(P) (1) 
Puisque f, est intégrable, il existe p: P — E et u: P — R, en escalier, 
vérifiant : 
fn — pl <u et | u < E€/2 (2) 


P 
De (1) et (2) résulte alors: ||f — || < u + 8, où 8 désigne l’application 
constante x + Ee/2m(P) de P dans R. 


On constate: | (u + 0) < €. Ainsi on a su associer à € les deux applications 


P 
en escalier p: P > E et ÿ = u + 0: P — R telles que: 


If—ql<y et lv<e 
P 


L'intégrabilité de f est ainsi acquise. 
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Jr- fs 


e Venons en au cas général. Soit P un pavé contenant À. Nous avons: 


— De (1) on déduit alors: 


Vn>N < €/2 CO 


VneN sup FÉOESAOIE sup FC) — f(x) 1 


Ainsi la suite (f.),.\, converge uniformément sur P vers f. D’après ce qui 


précède, f'est intégrable sur P et | f= lim | fe CI 
P P 

4" Caractérisation des applications intégrables.— THÉORÈME FONDAMENTAL. — Soient À une 
partie bornée de R?, E un espace de Banach,/f: À — E une application. Pour que jf soit intégrable il faut 
et il suffit que / soit bornée et que l’ensemble des points de discontinuité du prolongement canonique / de / 
soit négligeable dans R?. 

Il existe r e R* tel que la partie bornée À soit inclus-dans la boule fermée de centre 0 et de 
rayon r. Soit P la boule fermée de centre 0h, de rayon r + 1,quiest un pavé (étant entendu que nous 
considérons R? comme muni de la norme N.). On a: À « P. D’après 6.5.2, 1°, pour que f soit 


intégrable, il faut et il suffit que f soit intégrable sur P, c’est-à-dire (6.2.1, 2° et 6.4.3, 2°) que les deux 
conditions suivantes soient remplies : 


i) la restriction de f'est bornée: 
ii) l’ensemble des points de discontinuité de cette restriction est négligeable. 


© D'après: sup || f (x)|| — sup |[f(x)|}, la condition i) équivaut à : f bornée. 
xeP XEA 


© f'est continue en tout point de l’ouvert R”\A de R? (sur lequel elle est nulle). La restriction de 


à P est a fortiori continue en tout point de P n (RAA). Puisque A © b,les points de discontinuité de 
cette restriction appartiennent à P et sont exactement les points de discontinuité de f 1m 


CAS PARTICULIER. — Toute application continue et bornée f : 4 — E, définie sur une partie bornée 
de R? de frontière négligeable, est intégrable. 


REMARQUES. — a) La caractérisation précédente a le mérite de n’utiliser aucun pavé de R? 
contenant À. 


b) C'est de l'ensemble des points de discontinuité de f (et non de f) qu'il s’agit. 


5° Casd’applications à valeurs dansR. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient 
A une partie bornée de RP, f: À — R une application bornée, /son prolongement 
canonique. Alors les intégrales inférieures et supérieures des restrictions de fà un 
pavé P de R? contenant À sont indépendantes du choix de ce pavé. On les appelle 


intégrales inférieure et supérieure de f. On les note ; | jf et | f. On a : 
A A 


L<'f 


# 
Comme fj, f est bornée et donc l’existence des diverses intégrales supérieures 
et inférieures est acquise. On se ramène à montrer que, si P et Q sont des pavés de 
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R? tels que À & P & Q, alors | Î = | Î (le raisonnement étant analogue 


pour les intégrales supérieures). 
— Siu: P —R, en escalier, vérifie u < f|P, alors #lQ est en escalier et 


ulQ <f1Q; d’autre par | 4 — [à u. Ainsi : | r< | a 
Q 
— Siv:Q—R,en escalier. vérifie v <f 0. alors LP est en en escalier et 


v|P <f\P; d'autre part | U < { v|P. Ainsi : Îr< | f. Q 
# ES 
Q P Q P 
PROPOSITION. — Soient À une partie bornée de R?,etf: À — KR une application 
bornée. Alors f est intégrable si, et seulement si, ses intégrales inférieure et 


supérieure sont égales. On a alors: | f = | f= | f. 


A A, A 
P étant un pavé contenant À, on applique 6.3.3 à f [P. me 


6.5.3. Parties cubables de R? 


On rappelle que la fonction caractéristique de 
A © RP est Papplication %, : RP —R qui prend la 
valeur 1 sur À et la valeur O sur R?\A. II s’agit d’une 
fonction bornée. 


1° DÉFINITION. — Une partie bornée À de RP? est dite cubable si, et seulement 
si la fonction caractéristique de À est intégrable sur À, (c’est-à-dire sur un pavé 
contenant À). 


Lorsqu'il en est ainsi, le réel positif | X, qui est noté m (À), est appelé mesure 


A 
p-dimensionnelle de À, et encore aire si p = 2, volume si p = 3. 
Première propriété des parties cubables de R?. — PROPOSITION. — Si À et B 


sont des parties cubables de R?, alors À © B, À LU B, A\B sont des parties 
cubables de R? et l’on a : 


m(A LU B) + m(A NB) = m(4) + m(B) (1) 
et m(A\B) = m(A) — m(A NB). (2) 
Soit P un pavé de R? contenant À LU B (et donc 4, B, À n Bet A\B). 
On vérifie aisément les égalités entre fonctions caractéristiques : 
Xavs = SUP(X4 LB), Lans = INf(Le 2) 


En utilisant 6.3.4, 1° on constate que, si #, et x, sont intégrables sur P, alors 
Lu us Et Xans le sont. L'égalité (1) résulte de: 


Lau Ÿ Lans = 4 + Xe: 
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L'intégrabilité de #,, sur P et la formule (2) se déduisent alors de: 


La = La — Lans: C] 


REMARQUE. — On constate que, pour un pavé, les mesures p-dimensionnelles au sens de la 
définition précédente et au sens du 6.1.1 sont égales. 
En utilisant (1) et (2), on en déduit qu’il en est de même pour une partie pavable de RP. 


2° Première caractérisation des parties cubables de R?. — Soit À une partie 
bornée de R?. La fonction numérique #, étant bornée, on dispose (6.5.2, 5°) des 
intégrales inférieure et supérieure de sa restriction à À; on les appelle mesure 
inférieure et supérieure de À; on les note m(A)et m(4). On a :0 < m(4) < m(A). 
A est cubable si et seulement s1 : m(4) = m(4). 


PROPOSITION. — Soient À une partie bornée de R?, et Z (resp. 7”) l’ensemble 
des parties pavables de R? contenues dans À (resp. qui contiennent À). On a: 


m(À) = sup m(B); m(À) = inf m(B)), 
Be B'es' 
Nous allons établir le premier résultat, le second étant laissé au lecteur. 
Soit P un pavé de R? contenant 4. D’après 6.3.2, m(A) est la borne 
supérieure de l’ensemble des sommes de Darboux inférieures de la restriction de 
%, à P. Or: 


— Chacune de ces sommes est visiblement la mesure d’un élément de Z: 
— Be & étant donnée, on peut lui associer une subdivision o de P dont une 
partie des cellules constitue une famille adaptée à l’ensemble pavable B; la 
somme de Darboux inférieure associée à © est ainsi au moins égale à m(B).C 


On déduit immédiatement de la proposition précédente : 
THÉORÈME. — Une partie bornée 4 de R? est cubable si, et seulement si, elle 
vérifie l’assertion : 


Les deux sous-ensembles de R, respectivement constitués des mesures des 
parties pavables de R? contenues dans À et de celles des parties pavables de R? 
contenant À sont adjacents. 

La mesure de À est alors la borne commune de ces sous-ensembles. 


Notons que l’assertion s'écrit : pour tout € € R*, il existe Be Bet Be &' 
tels que : MB’) — MB) E. 


REMARQUE IMPORTANTE. — On peut faire une théorie des parties cubables de R? et de leurs 
mesures, qui ne fait pas appel à l'intégration, à partir de la définition : « une partie de RP est dite 
cubable si et seulement si, elle vérifie l'assertion précédente ». Nous n'avons pas adopté ce point de vue: 
cette première caractérisation des parties cubables de R? sera donc, pour nous, de peu d'intérêt. 


3° Seconde caractérisation des parties cubables de R?. — THÉORÈME. — Une partie bornée À de 
R? est cubable si, et seulement si sa frontière, Fr(4) est une partie négligeable de R?. 


X4A étant bornée, il suffit de montrer que Fr(4) est exactement l'ensemble des points de 


discontinuité de y... Les restrictions de x , à chacun des ouverts À et R"\ À'étant des constantes, XA est 
continue en tout point de R?\Fr(A). 
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Soit x, € Fr (4). Tout voisinage de x, contient des points de À, en lesquels x, prend la valeur 1, 
et des points de R”\4 en lesquels x, prend la valeur 0; x, est ainsi discontinue en x. O 


4° Parties À-négligeables de R?. — DÉFINITION. — Une partie À de R? est 
dite négligeable au sens de Riemann (abréviativement : Æ-négligeable) si, et 
seulement si, pour tout € € R*, il existe une famille finie (P,)... de pavés de R? 
vérifiant : 
ACUP, et > m(P,)< €. (3) 


kekK 


EXEMPLE. — La démonstration même du théorème du 6.4.2, 3° montre que le graphe d'une 
application continue d’un compact de R7”! dans R est une partie Æ-négligeable de R?. En 
particulier : 


— toute partie bornée d’un hyperplan affine de R? est À-négligeable dans R”: 
— toute sphère de R? est #-négligeable dans RP. 


REMARQUES. — a) @ est une partie #-négligeable de R?. 


b) Toute partie R-négligeable de R? est bornée et négligeable dans R?. 
c) Tout sous-ensemble d’une partie R-négligeable, toute réunion finie de parties R-négligeables de 
R? sont @-négligeables dans RP. 


d) Si À est une partie R-négligeable de R?, À en est une. En utilisant P, = P,, on déduit de (3) : 

AcUP, et > mP)<e. OI 
keK keK 

THÉORÈME. — Soit À une partie de R?. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) À est #-négligeable : 

ii) À est cubable, de mesure nulle ; 

iü) À est cubable et négligeable ; 

iv) À est bornée et À est négligeable. 


i = ii). Par hypothèse, 4 est #-négligeable. D’après les remarques précédentes, 4 est bornée et A 


est négligeable: au titre de partie de À, Fr (4)est négligeable. À est donc cubable, Alors, avec les 
notations de la définition précédente, on a: 


VeeR+ mA)< > MP) E. 
keK 
D'où : mA) = 0. Ü 
ii) iii). Par hypothèse, 4 est cubable et m(4) = 0. Si l'ouvert À n'était pas vide, il existerait 
xe À.et donc (en utilisant une « bonne » base de voisinages de x) un pavé P d'intérieur non vide tel 
que P € À © A,onauraitm(P) > 0,et doncm(A) > 0, ce qui constituerait une contradiction. Ainsi 
À = @. et donc A © Fr(4) : À étant cubable. Fr (4) est négligeable : À l'est donc aussi. O 


ii) = iv). Compte tenu de À = À U Fr (4), cela résulte de ce que cubable implique bornée de 
frontière négligeable. 


iv) = i). Par hypothèse, 4 est bornée et À est négligeable. 
Soit e e R*. Il existe une famille (Q,),.n de pavés ouverts recouvrant À et vérifiant : 


La partie fermée À de R? est bornée (puisque À est bornée); elle est donc compacte, et, du 
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recouvrement ouvert précédent on peut extraire un sous-recouvrement fini (Q,),.K- La famille finie 


(Pier, avec P, = Q,, recouvre 4 et vérifie à m{P,)< €. 
keK 


REMARQUES. — a) Q est une partie de R négligeable (parce que dénombrable) mais non bornée 
{alors que toute partie #-négligeable est bornée). 


b) Q n[0, 1] est une partie de R négligeable, bornée, d'intérieur vide, mais non &-négligeable 
(puisque d'adhérence non -négligeable). C’est aussi une réunion infinie et non R-négligeable de parties 
R-négligeables. 


5° Troisième caractérisation des parties cubables de R?. — C'est celle qui 
sera le plus utile dans la pratique. Nous allons en donner une démonstration qui 
utilise la notion de partie négligeable. Dans un autre esprit, le lecteur pourra 
établir la propriété en utilisant le théorème du 2°. 


* THÉORÈME. — Une partie bornée À de R? est cubable si, et seulement si sa 
frontière est une partie Z-négligeable de R?. 


— Si Fr(4)est #-négligeable, alors Fr(A) est négligeable et 4, bornée par hypothèse, est 
cubable d’après le théorème du 3°. 

— Si 4est cubable, Fr(A) est négligeable d’après ce même théorème. Comme Fr(A)est fermée et 
bornée, elle est #-négligeable, d’après le théorème du 4°. 


6° Compléments sur les parties À -négligeables. — Nous utilisons ici la 
norme N.. 


LEMME. — Une partie 4 de R? est Z-négligeable si, et seulement si, pour tout 
e e R* il existe un recouvrement fini de À par des boules fermées (pavés cubiques) 
de même rayon, dont la somme des mesures n'excède pas €. 


La condition étant visiblement suffisante, montrons qu’elle est nécessaire. 
Considérons une partie %-négligeable À de R?. Soit ee RŸ. Il existe un 
recouvrement fini (P,)..- de À par des pavés, dont la somme des mesures n'excède 
pas &/2. En remarquant que, pour tout (c, |) e R°, il y a toujours un rationnelentre 


c+letc+l 2, on constate, en utilisant une homothétie affine de centre le 


centre de P, et de rapport #2, qu’à tout pavé P, on peut associer un pavé P;, 
contenant P,, vérifiant m(P,) < 2m(P,), tel que tous les « sommets » de P, aient 
des coordonnées rationnelles, et donc que toutes les « arêtes » de P, aient des 
longueurs rationnelles. (P,),.. est ainsi un recouvrement de À par des pavés dont 
toutes les longueurs d’arêtes sont de la forme vr, où v, € N* et où r e Q est fixe ; 
la somme des mesures des P; n’excède pas €. On peut enfin trouver des 
subdivisions des P, telles que les cellules soient toutes des boules de rayonr. [3 


PROPOSITION I. — Soient À une partie Z-négligeable de R? et @ une 
application À-lipschitzienne de À dans R’, (q > p). Alors @(À) est une partie %- 
négligeable de R°2. 


Soit ee R*. D’après le lemme (considéré comme condition nécessaire), 
il existe un recouvrement fini (B,).. de À par des boules de rayon commun r, avec 


>, m(B,) < €. On peut même se ramener à :r < 1. 
ke 
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Pour chaque k e K, p(A N B,) est inclus dans une boule B; de R° de rayon 
kr, et donc de mesure g-dimensionnelle : 


(2Ar)? = (2A)27 Pr1 P(2r}. 
Compte tenu de r < 1 et de g > p > 0, on a : 
m(B;) < (21) m(B,). 


(B,)..k est un recouvrement de (4) par des boules de même rayon, dont la 
somme des mesures n'excède pas (2À)*. On utilise encore le lemme (considéré 
cette fois comme condition suffisante). CO 


PROPOSITION II. — Soient U un ouvert de RP, p: U -+ R? une application de 
classe C', et C un compact %-négligeable de R? inclus dans U. Alors p(C) est un 
compact #-négligeable de R?. 


— p(C) est compact au titre de l’image d’un compact par une application 
continue. 


— On peut recouvrir le compact C par une famille finie (P,)..k de pavés de R? 
inclus dans U ; pour chaque k e K,C n P, est un compact #-négligeable de R? : 
on peut donc se limiter au cas où C est inclus dans un pavé P, lui-même inclus 
dans U. 

— L'application différentielle dæ: U — .Z(R?) étant continue, sa restric- 
tion au compact P est bornée; on dispose de M — Sup IIdæ(x)||. En remarquant 

XE 


que P est convexe, on en déduit en raisonnant comme au III.8.1.3, 3°), que la 


restriction de f à P est M-lipschitzienne. Il en est de même pour la restriction de f à 
C, à laquelle on peut donc appliquer la proposition I. O0 


CoRoOLLAIRE. — Soient U et Vdeux ouverts de R? et o un C'-difféomorphisme 


de U sur V. Alors, pour toute partie cubable À de R? telle que À & U, p(4) est 
cubable. 


À étant compact et w continue, (A), et donc (4), est bornée. À étant 
cubable, Fr (A)est un compact %-négligeable de R?. D’après la proposition II, 
@ (Fr (4)), qui est ici Fr (@(4)), est ÆZ-négligeable. Q 


PROPOSITION III. — Soient B une partie bornée de R?”7!, (p > 2), et 
6: B — R une application intégrable. Alors le graphe de v: 


A = {(x, x,)e R?(x € B) À (x, = p(x))} 
est une partie Z-négligeable de RP. 


(On peut noter x = (x,, ..., x,_.,)et (x, x,) = (X:, ..., x,-,, x,)). 


Soit P un pavé de R’?” ! contenant B. On désigne par + la restriction à P du 
prolongement canonique de ®, par met M les bornes supérieure et inférieure de 
, qui est intégrable, et donc bornée. Le graphe 4 de œ étant inclus dans le graphe 
A’ de 6, il suffit de montrer que 4’ est Æ#-négligeable dans RP. 
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Soit £ e R*. p étant intégrable, il existe (6.3.3)u: P — Ret v: P —+R,en 
escalier, telles que: u < @ <vet | (v — u) < e/2. 
P 
Soit (P).., la famille des cellules d’une subdivision de P adaptée à la fois à u et 
v; on note À; et li; les valeurs constantes de u et v sur P. 
Le graphe 4” de la restriction de @ à [J À ;est inclus dans l’ensemble pavable 
jeJ 


Ù (P; x [A u;1) dont la mesure, qui n’est autre que | v — u, n'excède pas €/2. 
jeJ P 
D'autre part l’ensemble 4’\4”" est inclus dans la réunion des frontières 


des pavés P; x [m, M] de R?;ilest donc Z-négligéable, et on peut le recouvrir 
par une réunion finie de pavés de R? dont la somme des mesures n’excède 
pas €/2. CI 


6.5.4. Applications intégrables définies 
sur des ensembles cubables 


1° Soient À une partie bornée de R?, et E un espace de Banach. 


PROPOSITION I. — Si À est cubable et si f: À — E est intégrable, alors: 


| 


Nous avons déjà vu que ||fI| est intégrable, et que 


< (4) sup |/C)I (1) 


| s < | III. Posons 


u = sup ||f(x)|| ce qui est légitime puisque f est bornée. À étant cubable, x, est 
XEA 


intégrable sur 4. Compte tenu de: 


Vxe A ||f(x)]l < HXA(x), il vient: | HE à | KA: Ü 
À À 


PROPOSITION II. — Si À est cubable et si f: À — R est intégrable, alors il 
existe un réel k, compris entre les bornes m et M de f, tel que: 


4 = km(4) (2) 


Si, en outre, À est connexe et f continue, alors il existe c € À tel que k = f(c). 


Le début de la proposition résulte, après intégration sur À, des inégalités 


entre applications de 4 dans R: m.#x,]4 < f < M.74,1A. 
La fin résulte du théorème des valeurs intermédiaires (1II.2.6.2, 3°). 


x PROPOSITION III. — Si À est Z-négligeable etsif: À — E est bornée, alors 
f est intégrable, d’intégrale nulle. 
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— D'après le théorème du 6.5.3, 4, À est cubable, de mesure nulle, et 4 est #-négligeable. 


L'ensemble des points de discontinuité de f, qui est contenu dans À. est .#-négligeable : f. bornée par 
hypothèse, est intégrable (6.5.2, 4 }. 
— La nullité de l'intégrale résulte de (1). Q 


CoOROLLAIRE I. — Soient 4 et B deux parties bornées de R? telles que À n B 
soit #-négligeable. Si f : À L B — E est intégrable sur deux des ensembles 4, B, 
À LB, alors j est intégrable sur les trois et l'on a : 


| E= | r+ ls (3) 
A UB 4 B 


— Intégrable, et donc bornée sur un sur-ensemble de ANB, f est bornée sur 
À NB, qui est #-négligeable par hypothèse; d’après la proposition III, f est 
intégrable sur À N B, d’intégrale nulle. 

— On a l'égalité entre applications de R dans R: 


ne A LT 
Î = f\A + fIB — flA nB. (4) 


Soit P un pavé de R? contenant 4 LU B; trois des quatre fonctions 


intervenant dans (4) sont intégrables sur P. Par linéarité, il en est de même de la 
"4 TT — 
quatrième et compte tenu de | f|A r B = O0, on a (3). CO 
P 


REMARQUE. — Soient 4 et B deux parties bornées de R’ telles que 4 À B soit .#-négligeable. 
Une fonction f peut être intégrable sur À LU B sans l'être sur À. 
Contre exemple : 4 = Q nT0,1]. B = [0,1]\4,/f = Xj0.17 En revanche : 


PROPOSITION IV. — Soient À une partie bornée de R?, f: 4 — E une 
application intégrable, et B une partie cubable de À. Alors f est intégrable sur B. 


On constate : f|B = y,.f. Soit P un pavé de R’ contenant 4, et donc B. 
B étant cubable, x, est intégrable sur P ; f étant intégrable, f est intégrable sur P. 


Il en résulte que /|B est intégrable sur P. C1 


COROLLAIRE II. — Soient À une partie cubable de R?, f: À — E une 


application intégrable, etf un prolongement borné de / à À. Alors, pour toute partie 


B de R? telle que À < B & À, f est intégrable sur B, et | Î = | 1. 
B À 


— Inclus dans Fr (4), qui est .#-négligeable, B\4, Fr (A) et 4\A sont des 
parties #-négligeables de R?. 


— Aet A\A sont cubables: À l'est donc aussi. D'après la proposition IV, f, 
qui est intégrable sur À, l’est sur 4 et 4\4. 
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On a : | { = 0 (proposition III), et donc : | f = | { (corollaire I). 
À 4 4 4 


f coïncidant avec f sur À, J est ausi| f:, 


A 4 


— D'autre part, d'après la proposition III, f, qui est bornée, est intégrable 
sur B\A et d’intégrale nulle. 
— Intégrable sur À et sur B\A, f l'est sur B (qui contient À) et : 


[r=f1+| Î. Q 


En adoptant f = y, on obtient : 


CAS PARTICULIER. — Soit À une partie cubable de R’. Toute partie B < R’ 
telle que À < B < A est cubable de mesure m(4). C'est le cas pour À et À. 


Conséquence pratique. — Ayant à calculer une intégrale multiple sur une 
partie cubable À de R?, nous pourrons nous ramener à calculer une intégrale 
multiple : 

— soit sur l'ouvert cubable À: 

— soit (de préférence) sur le compact cubable À. 


En combinant les propositions III et IV et en raisonnant par récurrence, on 
obtient le résultat d’une grande importance : 


THÉORÈME DE CHASLES. — Soient (4.),., une famille finie de parties cubables de 
R? d’intersections mutuelles deux à deux %-négligeables, et f : [J 4, — E une 


iel 


application. Alors f est intégrable si, et seulement si f est intégrable sur chacun des 


À;. On a alors : 
Le [2 
U 4, . À, 


El 


En particulier, [ 4; est cubable, de mesure ÿ m(4;). 
el iel 
2° Une classe d'applications intégrables. — x%x THÉOREME. — Pour qu'une 
application d'une partie cubable À de R” dans un espace de Banach soit intégrable, 
il suffit qu'elle soit bornée, et qu'elle soit continue en tout point de 4. 


Lorsque cette condition est remplie, / est en effet bornée et l'ensemble des points de 
discontinuité de f est inclus dans Fr (4), qui est négligeable (puisque À est cubable). On applique 
6.5.2,4 . 0 


COROLLAIRE. — Toute application continue f d’un compact cubable C de R” 
dans un espace de Banach est intégrable. 
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Définie sur un compact et continue, f est bornée. O 


Ce sont ces deux propositions qui seront les plus souvent utilisées dans la 
pratique. 


3° REMARQUE. — Cette étude montre l'intérêt des parties #-négligeables de R?, qui sont des 
parties que l’on peut « négliger » dans la théorie de l'intégrale de Riemann. On notera cependant que 
si l’on veut aller jusqu’au théorème fondamental du 6.5.2, 4°, qui exprime une condition nécessaire et 
suffisante pour qu’une application d’une partie bornée de R? dans un espace de Banach soit 
intégrable, il faut disposer de la notion de partie négligeable. 


6.5.5. Sommes de Riemann (au sens fort) 


1° Z-subdivisions d’une partie cubable À de R?. — DÉFINITION I. — On 
appelle subdivision de À au sens de Riemann (en abrégé : #-subdivision de À) toute 
famille finie x = (A,)., de parties connexes et cubables de À qui admet pour 
réunion À et vérifie : 


VG, keJ? (G#k)=(4; n A, est Æ-négligeable). 


En particulier, la famille des cellules d’une subdivision d’un pavé au sens du 
6.1.1, 1°, est une subdivision du pavé au sens de la présente définition (la 
réciproque étant fausse). 


DÉFINITION II. — On appelle Z-subdivision pointée de À tout couple (x, E), où 
r = (4,).,est une Z-subdivision de 4, et où & est une famille de points de À de la 
forme (£;)., avec, pour tout j € J, 6;€ À. 


Les À, qui sont cubables et donc bornés, ont chacun un diamètre fini ô(4 ); 


max Ô(4 )) est dit pas de nr (et éventuellement de (x, &)). 
jedJ 
On note ” l’ensemble des subdivisions pointées de À. 


PROPOSITION. — B;, désignant l’ensemble des Z-subdivisions pointées de 4 de 
pas au plus égal à n, Z' = {B;In € R* } est une base de filtre sur ’. 


2° Sommes de Riemann. — Soient À une partie cubable de R? et E un espace 
de Banach. 


DÉFINITION. — Soient f: À —> E une application, et (x, Ë) une subdivision 
pointée de À. On appelle somme de Riemann (au sens fort) de jf, relativement à 
(x, 6), l'élément S(f, x, £) de E défini par : 


S(S, ñ, €) = } m(A) fE) 


jeJ 
Pour f donnée on dispose ainsi de l'application: 


F: PE (n €) — S(f, n, Ë). 
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THÉORÈME. — Soit f: À — E une application intégrable. Alors l'application 


associée F admet une limite suivant la base de filtre Z’ et cette limite est | f. 
A 
Nous considérons R? comme muni de la norme N,. Nous choisissons une 
boule fermée P de R? (en l’occurrence un pavé) telle que À € P; soit r son rayon; 
on a m(P) = (2r}. 


e Soit £ e R*. Puisque la restriction à P du prolongement canonique de f, 
qui sera notée fr est intégrable, nous pouvons : 


— associer à f deux applications en escalier @: P — E et V: PR 
vérifiant : 


If —-pl<y et | v<cm: 


— trouver une subdivision L de P (au sens du 6.1.1, 2°), de composantes 
H; — (bi noch<ms ( E N), adaptée à la fois à o et ÿ. 


o Soit (x, Ë) = ((4))., (Ë,),.,) une subdivision pointée de 4, de pas a. À 
étant cubable, P\A l’est aussi. P\A et les À, constituent donc une famille de 
parties cubables de R? dont la réunion est P et dont les intersections mutuelles 
sont deux à deux #-négligeables. D’après la proposition IV du 6.5.4, 1°,f, @ et ,, 
qui sont intégrables sur P, le sont sur P\A et sur chaque 4. En outre: 


lr-fr-forslr-s ls 


D'où, en utilisant : m(A)f(6,) = | (x + f(6,)), et moyennant un abus de 
À, 


notation : 


IS, 7, Ë) — [a < à ] | CF — FEI. 


— Pour je J donné, deux cas sont possibles : 


a) Il existe une cellule de la subdivision u dont l'intérieur contient À. Les 
restrictions de et ÿ à A;sont alors les constantes x + @É;jetx ÿ(E,). On 
a, pour tout xE À;: 


fG) — SEMI < FC) — pl + IE) — EMI < 240). 


D'où : 


| LS — fÉ)] 


salu ’ 


b) Il n'existe aucune cellule de lu dont l'intérieur contienne À. Comme 4; est 
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connexe et rencontre au moins une cellule de pu (celles-ci recouvrant P), cela 
implique que À; rencontre lun des hyperplans d'équations: 


X; = bin, ieN, et O<h< m. 


e Écrivons j e J’ lorsque nous sommes dans le cas a). Ainsi (d’après (1)): 


2 <25 | v<2[v<er 


e Écrivons je J i, à, JOrsque, dans le cas b, À; rencontre l'hyperplan H,.,, 
d’équation: x, = b;.,, (io ho) donné. 

À, dont le diamètre n'excède pas «à, est alors contenu dans le « sous-pavé » 
P;.:, de P qui est compris entre les hyperplans d'équations: 


| Cf — fE)] 


x, =D 


b io ho 


— à et Xi, = bin, + À 


lo 


M désignant un majorant de ||f(x)|| sur À, nous avons: 


de, 


Les « arêtes » du pavé P;., ont toutes pour longueur 2r, à l'exception de 
celles qui sont « perpendiculaires » à H;.,, qui ont une longueur n’excédant pas 
2a. D'où: m(P., ,) < Ko, avec K = 2Prr7 1, 


io ho 


<2M Ÿ m(A4)<2M.m(P,, ») 


JE lo *o 


P 
Comme il ya N = [[] (1 + m,) couples (i,, h), on obtient : 


i=1 


® Ainsi toute subdivision (7, &) dont le pas à n'excède pas e/4NMK 
vérifie : 


S(, T, o- [7 


À 


€ 
< 3 + 2NMKa 


< €. C] 


EXERCICES 


Les exercices relatifs aux chapitres 6 et 7 ont été rassemblés à la fin du chapitre 7. 
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CALCUL 
DES INTÉGRALES MULTIPLES, 
DES AIRES ET DES VOLUMES 


E désigne toujours un K-espace de Barach (K = R 
ou Cet p un entier au moins égal à 2 (dans la pratique : 2 
ou 3). 


Position du problème 


1° Une application f d’une partie bornée (et non vide) de R? dans un espace 
de Banach étant donnée, deux questions se posent : 

L'application est-elle intégrable? 

Si oui, quelle est la valeur de son intégrale”? 

En général, nous supposerons ici qu’une réponse affirmative a été apportée à 
la première (le plus souvent par application de la condition suffisante du 6.5.4, 2°) 
et nous nous efforcerons de dégager des procédés de calcul de l'intégrale multiple. 

Le lecteur remarquera cependant que, dans certains cas, il sera possible de 
résoudre simultanément les deux questions posées ci-dessus. 


2° Le calcul des aires et des volumes est un cas particulier de celui des 
intégrales multiples. 

Il fera cependant l’objet d’un sous-chapitre spécial. Par ailleurs, quelques 
compléments à ce calcul seront exposés au tome V, à propos des intégrales 
curvilignes. 


Nouvelles notations de l'intégrale multiple 


Généralisant ce que nous avons fait au 1IL.6.7.2, 3° pour p = 1, posons: 


CONVENTION. — L'intégrale d’une application intégrable / d’une partie bornée 
À de R? dans un espace de Banach E pourra dorénavant être représentée par l’une 
quelconque des notations : 


[a [re 8x: (PR PT 


(étant entendu que p symboles d'intégration figurent dans la dernière). 
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Dans la seconde (resp. troisième) notation, x (resp. (x;, ..., x,) est une 
variable muette; elle ne joue aucun rôle et peut être remplacée par n’importe 


quelle autre lettre y, u, ... (resp. (y1, ...,y,), (u:, ..., rss) 


Pour p = 2 (resp. 3), la dernière notation est remplacée par : 


[| f(x, y) dx dy resp. [Il f(x, y, z) dx dy a: 


Ces notations permettront d'interpréter de « façon mécanique » les théorè- 
mes de réduction qui vont suivre. Nous verrons (7.2.2, 2°) qu’en revanche, pour 
p > 2,elles ne constituent pas un moyen mnémotechnique de retenir la formule 
de changement de variables: 


7.1. RÉDUCTION DES INTÉGRALES MULTIPLES 


Nous allons exhiber des cas dans lesquels le calcul 
d'une intégrale multiple se ramène à celui de plusieurs 
intégrales simples. 


7.1.1. Intégration sur un pavé 


1° Notations. — Nous considèrons deux entiers strictement positifs p et q, 
deux pavés P et Q de R? et R? respectivement, un espace de Banach E, et une 
application intégrable (et donc bornée) f: P x Q — E. 

Pour tout x e P fixé, nous disposons ainsi de l’application : 


f(x .): QE y fx, p) 


__ Désignons par P; l'ensemble des x e P tels que f(x, .) soit intégrable. 
Étudions l'application F: P — E définie par: 
F(X) = | se .) si xeP,;, F(x)=0 si xeP\P, 
Q 
Cette application est bornée. En effet nous avons: 


[7 
Q 


— Dès lors, deux questions se posent : 
a) L'application F est-elle intégrable”? 


VreP, 


< m(Q). sup [f(x pjil. 
(x,y)€ P x Q 


b) Si oui, son intégrale est-elle | Per 
PxQ 
2° Montrons que la réponse à ces questions est affirmative lorsque f est en 
escalier (application intégrable particulière). 
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LEMME. — Les notations étant celles du 1°, on suppose en outre que f est en 
escalier. Alors: 


i) P\P ; est une partie Æ-négligeable de R”; 
ii) F est en escalier et l’on a: 


[sf : 
PxQ P 


e Étudions d’abord le cas particulier où, R et S désignant deux pavés 
donnés de R? et R' inclus respectivement dans P et Q, fest une application bornée 
de P x Q dans R vérifiant: 

EX 
JR = si GYMERXxS; f(x y) =0 si (x yÉéRXxS. 


— Visiblement f est en escalier et : 
| f=mRXxS) = mR)m(S). 
PxQ 


— Pour x e P\R donné, f(x, .): Q — Rest nulle; | f(x, .) existe et vaut ©. 
Q 
Pour x e R donné, f(x, .)est bornée, vaut 0 sur Q\S et 1 sur $; c’est donc une 


application en escalier: | f(x, .) existe et vaut m{(S). 
Q 


On en déduit: P\P, = Fr(R), et donc i). 
— Fest bornée, vaut m(S)sur R et O sur P\R. C'est donc bien une application 


en escalier ; on calcule : | F= m(R}m(S). C0] 


P 
e Dans le cas où f: P x Q — E est une application en escalier quelcon- 
que, considérons une subdivision de P x Q adaptée à j, de famille de cellules 
(P, x Qes Par additivité on constate que: 


— P\P,est inclus dans U Fr(P),et donc R-négligeable; 
je 
— Festen escalier, (P ).., est la famille des cellules d’une subdivision adaptée 


à rat | s=|r CI 
PxQ P 


REMARQUE. — En un point x € Fr(P il peut se faire que f(x, .) soit intégrable; F n'est donc pas 


nécessairement nulle sur U Fr(P). 
Je 


3° Dans le cas général, on peut seulement prouver que P\P ; est négligeable 
(la démonstration dans le cas E = R fait l’objet de l’exercice 7.1). Nous allons 
nous limiter à montrer que la réponse aux deux questions du 1° est affirmative, au 
moins lorsque l'application intégrable fsatisfait à une hypothèse supplémentaire, 
à savoir: P\P, est Æ-négligeable. 
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THÉORÈME DE RÉDUCTION. — Les notations étant celles du 1°, on suppose non 
seulement que f est intégrable, mais encore que P\P, est #-négligeable. 
Alors F est intégrable, et Fon a: 


| s= | (1) 
PxQ P 


Soit e € R*. Puisque f est intégrable, il existe deux applications en escalier 
p: PxQ—Eetÿ: P x Q —R vérifiant: 
€ 


If — pl < Ÿ et | es (2) 
PxQ 


Notons que (2) entraîne:  ? 


| jf (o) 
PxQ PxQ 


D'autre part, d'après le lemme du 2°, nous disposons de parties P, et P, de P 
telles que P\P, et P\P, soient Z-négligeables, et d’applications en escalier 
D: P—Eet VW: PR telles que: 


3 
< > (3) 


(x) — | p(x,.) si xeP,; ®(x) =0 si xe P\P,; 
Q 


(x) = | Y(x,.) si xeP,; Yx)=0 ss xe P\P,, 
Q 


| e-|o et | v- |" 
PxQ P PxQ P 


Posons P" = P, n P, n P,, ce qui implique que P\P'est ÆZ-négligeable, et 
définissons ® par: 


avec en outre: 


VxeP' (x) = D(x);  VxeP\P' (x) = F(x). 


Notons que ® n’est pas nécessairement en escalier; cependant puisque 
® — est bornée, nulle sur P’ et que P\P' est Æ-négligeable, D est intégrable et : 


[8-[o-| P. 
P P PxQ 


VxeP IIF(x) — (x) < (x) (4) 


Par ailleurs : 


C’est en effet trivial pour x € P\P”’. Pour x € P’ donné, cela se déduit, par 
intégration sur @, de: 


VyeQ f(x, y) — (x, y} < ÿx, y). 
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— L'intégrabilité de d permet de trouver D, : P—Eetu: P—R,en 
escalier, vérifiant : 


1 — Dl<u et | u < €/2. 
Compte tenu de (4), on constate : 


P 
IF -DI<Y+u et (F+u<e 
P 


— Ainsi, à tout € e R* on sait associer deux applications en escalier, D, et 
VW, =WY +ude P dans E et R respectivement, telles que : 


IF — D, < Y, et | YF, KE. 
P 


D'où l’intégrabilité de F. 
— Revenant à € fixé, nous avons, en utilisant (2) et (4): 


| F — | D| < €/2, 
P P 
ce qui s'écrit : 
| = | p|| < e/2 (5) 
P PxQ 
La comparaison de (5) et (3) donne : 
| 1 | FII<e (6) 
PxQ P 
— Enfin (1) résulte de ce que (6) est vraie pour tout € € R#. CO] 


4° Échange des variables. — En adjoignant aux notations du 1°: 


JC, y: PRE x fx, y): 
Q,;,={yeQI/(.,y) est intégrable; ; 


G: Q—E 6) = | ft. si yeQ,  Gy=0 si yeQ\0, 


on peut affirmer, sans nouveau calcul, que si / est intégrable et si 0\Q, est #- 
négligeable dans R, alors G est intégrable et l’on a: 


L-[e 
PxQ Q 
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S° Deux cas particuliers. — THÉORÈMEI. — Si f: P x Q — E est continue 
les conditions d'application du théorème de réduction sont remplies et on dispose 
des formules (1) et (1). 


D'une part fest intégrable. D’autre part, pour tout x € P (resp. y e Q), f(x, .) 
[resp. f(., y)] est continue(TIl.2.2.3, 3°),et donc intégrable; P , (resp. Q ;) est ici P 
(resp. Q). Æ 


THÉORÈMEII. — Soient g et À deux applications intégrables des pavés P et Q de 
R? et R* dans K (R ou C). Alors l'application : 


J'PXQ—K (x y) - g(xh(y) 


est intégrable et Pon a : 
Le (Le)(L) o 
PxQ P Q 


— Prouvons d’abord l'intégrabilité de Z: P x Q—K (x, y) > g{x). 
Soit £ € R*. Puisque g est intégrable il existe des applications en escalier 
u: P-Ketv: P-R vérifiant: 


jy — ul <v et le<e 
P 


Les applications Ÿ : (x, y) > u(x) et Ÿ’: (x, y) = u(x), définies sur 
P x Q, et à valeurs dans K et R respectivement, sont en escalier et vérifient : 
EG —YI<Y et | Y <Ee.m(Q). 
PxQ 


L'intégrabilité de Z en résulte. 

Celle de # : P x Q > K (x, y) h(y), se prouve de la même façon. 

— [lsuffit de remarquer que est le produit des applications intégrables £ et 
# pour disposer de l’intégrabilité de f. 

— Pour xe P fixé, f(x, .), qui est ici g(x)h, est intégrable, d’intégrale 


F(x) = g(x). | h.Ona donc P, = P. Le théorème du 3° s'applique et la formule 
Q 
(1) s’écrit ici sous la forme (7). CO 
APPLICATION. — Si À et B sont des parties cubables de R? et R' respective- 
ment, alors À x B est une partie cubable de R?** et : 


m(A x B) = m(A).m(B). 


Soient P et Q des pavés de R? et R contenant 4 et B;le pavé P x Q de R?*4 
contient À x B. Nous avons: 


V(x, y) e RP x RT Yi 8(x, Y) = LA(X) Xs(y); 
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XA et X8 étant respectivement intégrables sur P et Q, la proposition précédente 
s'applique et permet de conclure. [] 


6” Nouvelles notations. — Avec la convention faite en préambule, les 
formules (1) et (1) deviennent : 


| f = | | Lx y) dy dx; (1) 
PxQ P Q 
[ fe | | { fi » dx " (1 
PxQ Q P 


Nous conviendrons d’écrire leurs seconds membres : 


| dx | (x, y) dy; | dr | (x, y) dx. 
P Q Q P 


T° Itération. — On établit par récurrence : 

THÉORÈME DE RÉDUCTIONS SUCCESSIVES. — Soit f une application intégrable 
d’un pavé P = [l [a;, b;] de R? dans un espace de Banach E. Sous réserve qu’à 
chaque stade les slicatos envisagées soient intégrables en dehors d’un ensemble 
R-négligeable, on a l'égalité : 


lr= PT] 7 | [re +. pd, | er lex Jan (8) 


que nous écrirons : 


Le Le HA ONE 0x, 
P 


bi b2 bp 
— | dx; | dx, so | f(x, ... X,) dx, 
a] a2 4p 


Notons que la réserve tombe d'elle-même si f est continue, et que lorsque 


P 
fx, ...,x,) = [] g{x;) où chaque g; : [a,, b;] — K est intégrable, l'intégrale 


ii 
P bi 
[I | gi(x;) éx|) 
i=1 ai 


multiple s'écrit : 

REMARQUES. — a) Lorsqu'elle s'applique, (8) ramène théoriquement le calcul d’une intégrale 
multiple sur un pavé de R? à celui de p intégrales simples; mais rien ne dit que l’on sait pratiquement 
calculer ces intégrales ! 


b) Dans (8), on peut effectuer une permutation sur les variables (sous la réserve précisée dans 
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l'énoncé du théorème). C'est ainsi que si f est continue sur un pavé de R?, on retrouve la formule 
d’interversion des intégrations du 111.8.1.8, 3°. 


c) Dans la pratique, l’ordre des intégrations n’est pas indifférent, ainsi que le montre l’exemple 
suivant : 


EXEMPLE. — Sur le pavé 4 = {(x, y}e R?1(0 < x < a) À (0 < y < a], a > 0, la fonction 


(x, y) > ye”* est continue ; Î! = [[ ye *? dx dy existe. Le calcul: 
A 


sl à | ye”*? dx - | (1 —e “)dy 
0 0 0 


fournit: { = a + a=!(e* — 1), bien plus facilement que le calcul ! = | ax | ye”* dy; le lecteur 
(4) oO 


s'en assurera. 


7.1.2. Réduction d’une intégrale multiple 
dans le cas général 


1° Sommation « par piles ». x THÉORÈME. — Soit À une partie de R?, 
(p > 2) ;on suppose qu'il existe une partie cubable B de R?° !, et deux applications 
intégrables w, et ®, de B dans R vérifiant @, < ®), telles que: 


À = {(x, x,)e R’I(xe B) À (p1(x) < x, < pA(x))], 


(x et (x, x,) désignant respectivement (x,, ..., x,_,) et (x, ..., x,_,, x,)). 
Dans ces conditions : 


i) À est une partie cubable de R?, de mesure p-dimensionnelle : 


m(À) = | CP2x 2 -.., X,-1) — Pix, -.., x,-1)] dx, ... dx, ; (1) 
B 


li) Si, en outre, /: À — E est une application continue et bornée, alors: 


— fest intégrable: 
P1(x) 

— lapplication F: B—E x M f(x, x,) dx, est intégrable; 
p (x) 

— on a l'égalité: 


[..| Ts 2h XX dx 0x, 
À 


= | FX: . Xh-1) dx, ….. dx, -; (2) 
B 
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Le second membre de (2) peut d’ailleurs s'écrire : 


PalXi, x.) 
.. | dx, ...dx,., f(x, ...,x,) dx, 
B pitx,,....Xx, 1) 


Notations. — , et @, étant bornées, nous disposons de m et M, bornes inférieure de w, et 
supérieure de :. 


— D’après 6.5.3, 6°, proposition II], les graphes de @, et @, sont des parties #-négligeables de 
R?, que nous notons 4, et À. 

— B étant cubable, Fr(B) est Æ-négligeable dans R?7' (6.5.3, 5°); il en résulte que 
Fr(B)x [m, M], que nous notons 4, est #-négligeable dans R? (vérification aisée). 

— La continuité en un point de B de @, (resp. p) équivalant à celle de @, (resp. #2), l'ensemble 
D des points de B en lesquels l’une des applications @, ou ®, n'est pas continue est négligeable dans 
RP, D x [m, M], que nous notons 4,, est négligeable dans R?. 


| 


À est cubable. — Comme À, inclus dans B x [m, M], est borné, il suffit de montrer (6.5.3, 3°) 
& 
que Fr(A)est inclus dans (J 4, qui est une partie négligeable de R?, (il en résultera d’ailleurs : Fr(A4) 
i=1 


est #-négligeable, au titre de frontière d’un ensemble cubable !). 


ë — 


FIG. 23. 
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Soit (x, x,) un point de Fr(4) Nécessairement : x e B et x,efm, M]. 

a) Si x & B, alors x e Fr(Bjet (x, x,)e 4;; 

b) Si xe D, alors (x, x,)e A4; 

c) Montrons que si xe B\D, alors (x, X}) € À; LU À4,. Supposons, par exemple, x € B\D et 
p,(x) < x, < (x), (les autres cas se traiteraient de la même façon); on peut intercaler 
px) < à < x, < B < (x) et, grâce aux continuités de y, et @, en x € B, trouver un pavé ouvert 
Q de R?°!, tel que x! c Q £ Bet tel que: 

Vx'eQ px) < à < B < p,(x) 


Le pavé ouvert Q x ]æ, B[ de R? contient le point (x, x,), et est inclus dans 4; on a donc 
(x, x,) éFr(4), ce qui constitue une contradiction. O 


Preuve de ü). À étant cubable et f: À — E étant continue et bornée, f est intégrable (6.5.4, 2'). 
Soit P un pavé de R?”! contenant B;P x [m, M] est un pavé de R? contenant 4, et donc: 


fr. 


À Px[m.M] 


hd 


Fe 


— Pour xe P fixé, l'application x, = f(x, X,) de [m, M] dans E est nulle si x £ B: elle est 
bornée et possède au maximum deux points de discontinuité (@,{x) et @,{x)) si x € B; elle est donc 
intégrable, et son intégrale, que nous noterons G{x), est 0 si x é B, et 


M . p2lxl 
| J (x, x) dx, - | f(x, x,)dx, si xeB. 


#,1x) 
On en déduit que G n'est autre que la restriction à P du prolongement canonique À de 
l'application F introduite dans l’énoncé. 
Le théorème de réduction du 7.1.1, 4’ s'applique à f sur P x [m, M] : G est intégrable et 


| f 1 G, ou encore : le | F. Q 
Px[m.M] P À B 


Preuve de (1). — On constate que ii) s'applique pour { = 414. Q 


REMARQUES. — a) Théoriquement tout au moins, le calcul d’une intégrale triple est ainsi 
ramené à celui d’une intégrale simple et d’une intégrale double; celui d'une intégrale double est 
ramené au calcul de deux intégrales simples. 


b) N'importe laquelle des variables peut jouer le rôle attribué ici à x, 
c) Les notations et les hypothèses étant celles du théorème, posons: 


A" = {(x x,) € R?l(xE B) À (q,(x) < x, < p(x)] 
Nous avons À & 4' € 4. D'après le corollaire II du 6.5.4, 1°, 4’est cubable, de mesure mA), et / 


est intégrable sur 4’, avec | Î = | {. 
À° À 
Fractionnements. Symétries. — Il peut arriver que, À n'étant pas de la forme 
envisagée dans le théorème, on puisse cependant le considérer comme la réunion 
d'une famille finie (4), de parties de R?, d'intersections mutuelles deux à deux 
#-négligeables, à chacune desquelles le théorème s'applique. On utilise alors le 
théorème de Chasles. 

— Même lorsque le théorème s'applique, un tel fractionnement peut 
faciliter les calculs lorsque À admet un hyperplan de symétrie et lorsque j vérifie 
certaines conditions de parité (des égalités d’intégrales résultant alors du 
théorème de changement de variables du 7.2.2). 
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— Enfin, on peut avoir intérêt à mettre À sous la forme À = 4,\4,, avec 
À, € 42. 


Un cas particulier important.— C'est celui où les hypothèses générales du 
théorème précédent sont renforcées de la façon suivante: 


— Best non seulement une partie cubable de RP", mais c’est un compact 
cubable ; 


— , et @, sont non seulement intégrables, mais continues. 


Alors À est non seulement une partie cubable de RP, mais c’est un compact 
cubable; d'autre part il suffit que f soit continue pour que la partie n) du théorème 
s'applique (étant définie sur un compact, f est alors bornée). 

En effet ici: B = B et D = @. D'où Fr(A)= 4, U 4, U 4, avec: 
A’, = {(x, x,)e R?I(xe Fr(B)) À (x) < x, < px); 
ce qui entraine : Fr(4) & À. 


EXEMPLES. — Dans chaque cas, le lecteur aura intérêt à s'aider d’une figure. 


au) Calcul de 1 = [| sin (2x — y} dx dy, avec: 
À 


A = {(x, EeR°l(x > 0) A(y>OaA(x+Y< 1}. 


En introduisant le compact cubable B = [0, 1]de R, les applications continues @,: x = Oet 
P,: x 1 — x de B dans R, l'application continue f: (x, y) + sin (2x — y) de À dans R, on 
constate que le théorème s'applique. 

A est un compact cubable de R?, J existe et s'écrit : 


1 1 -x 1 
1 | ax | sin (2x — y) dy = -sin 1(1 — cos 1). 
0 0 3 


Notons que l'écriture/f(x, y) = sin 2x cos y — cos 2x sin y n'aurait eu de l'intérêt que s’il s'était 
agi d'intégrer dans un pavé de R?° (cf. 7.1.1, 5°, théorème II). 


b) Calcul de I = [ff (1 + x + y + z)_* dx dy dz, avec: 
À 


A = f(x, y, z}e R°I(x > 0) A (y > OA (Z>OA(x+y+2)< 1}. 
En introduisant B = {{x, y)e R?|(x > 0) À (y > 0) À (x + y < 1)}, qui est un compact 
cubable de MR? (cf. a), ainsi que les applications continues ,:(x, y) 0 et 
P:xXYml-x-7y de B dans R, et l'application continue 


f(x y, 2) (1 + x + y + 2) * de À dans R, on constate que 4 est un compact cubable de R?, 
que Î existe et que: 


NU ] l 
i- || dx dy | atx+y+a ant [[(arxen "Jar a 
B 0 2 J JB 4 


il 5 
Le calcul s'achève comme en a), et donne 1 = ; (Lee 2 — ) 


2° Sommation « par tranches ». — Nous utilisons x et (x, x,) avec la même 
signification qu’au 1°. Par « hyperplan de R? de cote x, » nous entendons, pour 


P 
x, donné, la partie H(x,) = R?7' x {x,} de RP. 
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THÉORÈME. — Soient (a, b)e R?, a < b, et f une application intégrable, à 
valeurs dans un espace de Banach E, définie sur une partie À de R? bornée et 
comprise entre les hyperplans de cotes a et b. On suppose que, pour tout x, € [a, b], 
À Nn H(x,) se projette sur R°?7 1 (hyperplan « des x ») suivant une partie B(x P) telle 
que l’application : 


f(,x,): B(x,)-E x f(x, x,) 


soit intégrable, ce qui permet d'introduire l'application : 


G: [a, b]—E, x,  [. Fisses XX) is dx 
Bix,) 


Alors G est intégrable, et l’on a: 


| 7e Les sax Its: 0% 
b 
= | En Jx:,...,x,) dx; dm Jéx (3) 
a B{x») 


Le second membre de (3) peut s’écrire: 


b 
| dx, | … | PCs. es A) OX 5 dx =: 


FIG. 24. 


— Soit P un pavé de R?7! tel que À soit inclus dans le pavé P x [a, b]de 
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R?. Nous savons que: 


| _ nn. 
Î = T: Vx,ela, b] G(x,) = | f(, x,). 
A P x [a,b] P 
Nous constatons : 


nn. 4 
Vx,e[a, b] fx Ajef C4 %) 


Dès lors, le théorème de réduction sur un produit de pavés s’applique à la 
restriction de f à P x [a, b]. Il donne : 


b 
| Î -| G. 0 
P x [u,b] a 


Ici encore, on peut transposer les variables et utiliser des fractionnements et 
des considérations de symétries. 


REMARQUES. — Intuitivement on peut dire que, dans le contexte du théorème du 1‘ (avec p = 3), 


on calcule | fen découpant À en petits cylindres de génératrices parallèles à Oz et en faisant la 
A 


somme des intégrales de f sur ces cylindres. Ici, au contraire, on découpe en 4 en petites tranches par 
des plans parallèles à xOy. D'où les vocables de sommation par piles et de sommation par tranches, 
dont la seule valeur est, naturellement, d'ordre mnémotechnique. 


EXEMPLE — Calcul de I = [Îf z? dx dy dy, À étant la boule fermée de centre (0, 0, 0) de rayon 


A 
a, (a > 0) de R° muni de sa structure euclidienne canonique. 


L'intérêt de la méthode est dû à ce que l'application f (., z) est ici constante. Pour ze [ — a, a] 
donné, B(z)}est la boule fermée de R? de centre (0, O)et de rayon " a? — z?, Nous verrons (7.3) que À 
et B(z) sont cubables et que l'aire de B(z) est x(a? — z?); f et f{.. z) sont intégrables. Le théorème 
s'applique et donne: 


G(z) = 2[| dx dy = nz/(a? — 2?) 
B(z) 
et (grâce à une symétrie): 


. 4n 
I = 2x | (a?z? — z*)dz = T a, 


Le) 


résultat que l’on trouve plus laborieusement par la méthode du 1°. 


7.2. CHANGEMENTS DE VARIABLES 
DANS LES INTÉGRALES MULTIPLES 


7.2.1. Rappel de notations 


Soient U et Vdeux ouverts de R? et o un C'-difféomorphisme de U sur V(bijection de classe C! 
dont la réciproque est de classe C'). On sait que cela revient à dire que est une bijection de classe 
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C''teile qu’en tout u € U la différentielle dg(u), qui est ici une application linéaire continue de R? dans 
RP, soit inversible (111.8.5.5, 3°). L'application y étant notée, dans la base canonique e de R? : 


P 


P 
u= ) uje, lu) = À plu, ...,u,)e; 


j=1 = 


on sait que la matrice jacobienne de Y au point ue U est : 


0; 
J,{u) = Mat (dp(u),e) = É (u) 


u; |. N,xN, 


Le déterminant de J,(u), appelé jacobien de @ au point u, est noté D{(J,)(u), ou encore 
D(Y:,...,9,) 
———— (y). 

D{u,, ...,u,) 

L'hypothèse implique que D(J,): U — R est une application continue, qui ne prend pas la 
valeur 0; si, de plus, U est connexe, elle est de signe constant (l'image de U par D(J,) est alors un 
intervalle de R). 


7.2.2. Le théorème de changement de variables 


$ E désigne un espace de Banach. $ 


1° ÉNONCÉ DU THÉORÈME. — Soient U et Vdeux ouverts bornés de R?, o un C!- 
difféomorphisme de U sur P, de jacobien D(J,), et f :V — E une application. Si les 
deux conditions suivantes sont remplies : 


i) f est intégrable, 
ii) l'application (f ° @).|D(J,)| de U dans E est intégrable, alors on a l'égalité : 


[ro du = | fly(u)].1D(J,)(u)| du (1) 
F U 


Nous ne donnerons pas la démonstration de ce théorème, qui se fait par récurrence sur p. La 
théorie de l'intégrale de Riemann s'adapte mal à cette démonstration, qui ressort, en fait, de la théorie 
de Lebesgue. Le lecteur pourra consulter les exercices, qui donnent la démonstration dans un cas 
particulier. 


REMARQUE. — Uneinterprétation de la formule (1) sera donnée au tome V (formes différentielles 
de degré p), mais — contrairement au cas p = 1 — Ja notation | f{v) du, mise pour | { depuis le 
V 14 


début de ce chapitre, ne doit pas être considérée comme un moyen mnémotechnique pour retenir (1) : 
le lecteur se gardera bien de remplacer formellement dv,, ..., dv, en fonction de du,, ...,du,, 


2° Cas particuliers où le théorème de changement de variables s'applique. — 
PROPOSITION I. — Soient U et V deux ouverts cubables de R?, et @ un C'- 
difféomorphisme de U sur F dont le jacobien est borné. Si f : V — E est continue et 
bornée, alors f et (f < p).[D(J,)| sont intégrables et on a l'égalité (1). 

Au titre d'applications continues et bornées définies sur des parties 
cubables, f et (f° @).|D(J,)| sont intégrables. 0] 


PROPOSITION II. — Soient U et V deux ouverts de R?, œ@ un 
C'-difféomorphisme de U sur V, C un compact cubable de R? inclus dans U, 
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et f : PC) — E une application continue. Alors f d’une part, lapplication 
g = (f : p).[D(J,)| de C dans E d'autre part, sont intégrables, et l’on a l'égalité : 


Je) du = Ls Cp(u)].1D(J,)(u)| du (2) 
C 


p(C) 


— p(C)est compact ; C et p{C) sont bornés ; on peut — en les remplaçant si nécessaire par des 
ouverts plus petits — supposer U et F bornés. 

— p{C) est un compact cubable (corollaire du 6.5.3, 6”). Définies sur des compacts cubables et 
continues, f et g sont intégrables ; les restrictions f et y à Vet U des prolongements canoniques de fet 


y sont intégrables et | f = | ï. | g = | g. En remarquant que g = (f p).1D(@,)|, on peut 
v JC U 


ptC) 
appliquer le théorème du 1 , ce qui fournit: 


fr-fs | 
V U 
xy(x? + y°) 
EXEMPLE. — Calcul de 1 = ————— dx dy, avec: 
A x? — y? 
À = {(x, y}e R°Hx > 0) À (1 < xy < 2) À (1 & x? — y? < 4)!. 
— Le lecteur vérifiera aisément que À est un compact cubable de R? et que: 


S'ADR (x, y) +xy(x? + px? — y?) 


est continue et donc intégrable. 
— Introduisons alors les ouverts de R!: 


U 
V 


{(u, w)e R'[(u > 0) À (w > 0)} 


1x, y) e R10 < y < x} 


FIG. 25. 
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ainsi que l'application : 
VW: VU (xy){u,w) avec u=xy et w = x? — y?. 


On constate que ÿ est une bijection de classe C* et que, pour tout (x, y)e V on a: 
D(J,)(x, y) = — 2(x? + y?) # 0; ÿ est donc un C* difféomorphisme (IIL.8.5.5, 3°). Notons: 


p=vd': UV (uw)H(x,y) avec x = plu w) et y = plu, w) 


On constate que C = {{u, w)e R?|(1 < u < 2) À (1 < w < 4)} est un compact cubable de R!, 
et que À = p(C). La proposition II s'applique. On a ici : 


fLo(u, w)] = u[pitu, w) + pu, w)] w°!. 
et 


D(J,)(u, w) 
UM) = ——— = — ——————— —— — — 
” D(J,)(x, y) 2[p?{u, w) + plu, w)] 


La formule (2) donne : 


u 3 + dw 3 
I = — du dw = u du }. — | = - Log 2. 


PROPOSITION III. — Soient U un ouvert de R?, C un compact cubable de R? 
inclus dans U. et @ : U — R? une application de classe C!, telle que la restriction de 
@ à l'intérieur Ü de C induise un C 1-difféomorphisme de C sur o(C ), que l’on 
suppose ouvert. Soit enfin / : @(C) — E une application continue. 

Alors f d’une part, application g = (f ° @).|D(J,)| de C dans E d'autre part, 
sont intégrables, et l’on a légalité (2). 


— Définie sur un compact cubable C et continue, g est intégrable; d’après le corollaire II du 
6.5.4, 1°, Ü est cubable, g est intégrable sur C et | g(u) du = | g(u) du; 
— Fr(C)s'écrit C\Cetest R-negligeabie (C est un compact cubable); p(Fr(C))est #-négligeable 
(6.5.3, 6°). 


Image continue d’un compact, (C) est un compact ; d'autre part l'ouvert g(È) est inclus dans 
l'intérieur de @(C); on a: 


Fr(p(C)} « p(Cp(Ë) = p(C\Ë). 


Fr (@(C)) et p(C \p(C) sont donc #-négligeables. L'application {, continue sur le compact @{C) 
— et donc bornée — est ainsi intégrable sur @{C) et sur @(C}, et 


| roc = | f{{v) de. 
té) 


p(C) 
— Reste à appliquer le théorème du 1°, avec U = Cet V = o(C }. [ 
REMARQUE. — Dans la proposition II, @ induit (par hypothèse) une bijection de C sur p(C), 
mais pas nécessairement une bijection de C sur {C). 
3° Application: image d'une partie cubable de R? par une application affine. 
— ProPosirion. — Soient À une partie cubable de R?, et p une application affine de 


R? (muni de sa structure affine canonique) dans lui-même. Alors @ (4) est cubable, 
et l’on a : 


m(p(4)) = Idet(p)lm(A), (3) 
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où det(p) désigne le déterminant de la partie linéaire de (application linéaire 
associée à ®). 
Dans la base canonique e de R?,  s’écrit en effet : 


(x, * °9 X,) > (p:(x:, ARS | Xh) RE | P,(X 1 RE | X h)), 
avec : VIEN, xs, ...,X,) = maxi +... + mix, + Gi. 


On constate qu M = [m;;l, en ,N, est la matrice qui représente la 
partie linéaire de @ dans la base e; avec notre notation, nous avons : 
det (@) = det M. 


Pour tout u € RP: 
J,{u) = M et D(J,)(u) = det(®). 


ler Cas: det(p) = 0. @ est non bijective; w(A) est contenue dans un 
hyperplan affine de R?; comme 4, (A) est bornée; @ (4) est donc Z-négligeable, 
c’est-à-dire cubable de mesure nulle. La proposition est établie, les deux membres 
de (3) étant nuls. 

2° Cas: det(p) Z 0, west un C*-difféomorphisme de R? sur R?. D’après le 
corollaire du 6.5.3, 6°, p(A)et (A) sont cubables, et, comme p(A)est ici @(A), ils 
ont (comme À et À) une mesure commune. Pour la trouver, on peut utiliser la 
proposition II du 2”, avec U = F = R°, C = A et f = XonlP(A). Ici g est 
l'application constante u + [det (@)| et (2) s'écrit : mp(4)) = Idet (p).mA).. © 

CoROLLAIRE I. — Soient À une partie cubable de R?, et p une isométrie de R? 
(muni de sa structure euclidienne canonique). Alors 4 (À) est cubable; 4 et p(À) ont 
la même mesure. 


Ici la partie linéaire de œ@ est une application orthogonale, et donc 
Idet(@)| = 1. [ 


CoRoOLLAIRE II. — Soient a,, ...,4,, p vecteurs de R?, et P le parallélépipède 
construit sur ces vecteurs, à savoir l’ensemble des éléments x de R? de la forme : 


P 
x = Ÿ aa, avec VieN,, ae[0, 1]. 


Alors P est cubable et l’on a : m(P) = det, (a;, ...,a,), e désignant la base 
canonique de R?. 


P est en effet l’image du pavé construit sur les vecteurs unitaires e,, ...,e, 
par l'application linéaire @ définie par : Vie N,, {e;) = a. O 


7.2.3. Exemples classiques de changements de variables 


1° Passage en coordonnées polaires. — Considérons l'application : 


o: R?—R? (p,8) + (p cos 6, p sin 6). 
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Nous noterons : x = p cos 6, y = p sin 8, et nous ferons des figures dans 
deux espaces R° distincts (dits « plan des (p.8) » et « plan des (x, y) »). y est 
visiblement de classe C°; on calcule D(J,Xp, 8) = p. 

Soit À la bande de plan fermée : 


A = {(p,8){p > 0) A(—-7r<8< 7)} 


Son intérieur est : 
À = {(p,8)I(p > 0) À (— x < 0 < 7)}. 


Posons : 
D = {(x, y)I(y = 0) À (x < 0)} 
Nous avons montré (IIL.8.5.5, 3°) que o induit un C*-difféomorphisme de À 
sur (À) = R2\1. 
Soit C un compact cubable (du plan des (p, 0)), inclus dans A; p(C)est un 
compact cubable (du plan des (x, y)). Comme C est un ouvert inclus dans À, o (C ) 
est un ouvert inclus dans R?\J, et 6 induit un C*-difféomorphisme de C sur p(C). 


Ainsi, Si f : @(C) — E est une application continue, la proposition III du 
7.2.2, 2° s'applique : f est intégrable, ainsi que l’application : 


(Je p).ID(,)N : C — E (p, 8) -f(p cos 8, p sin 8)p 


(On utilise ici : D(J,)(p, 8) = p et p > 0) 
On a l'égalité : 


(l f(x, y) dx dy = Il f{(p cos 6, p sin 6) p dp d8 (1) 
plC) c 


FIG. 26. 
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REMARQUES. — a) Ici @ n’induit pas une bijection de C sur @{C). 
b) Nous aurions pu adopter pour À toute bande de la forme : 
{{p, 8) (p > 0) A(x<O<a+2r)}, «en, 


à condition de prendre pour ! une demi-droite convenablement choisie du plan des (x, y). 
c) Dans la pratique, ce n’est pas C & A qui est donné, mais plutôt un compact cubable K du 


« plan des (x, y)». Il faut alors faire apparaître K sous la forme K = @(C), avec C = @ '(K) n A. 
EXEMPLE. — Calcul de I = [| x? + y? dxdy, avec : 
K 
K = {(x,y)eR°|(x > 0) À (y > 0) À (x? + y? < 1)}. 


K est un compact cubable de R2,etf :(x, y) — x? + y? est continue sur K ; d'où l'existence 
de /, que l’on pourrait calculer à partir de: 


1 V1 - x? 
| ax | x? + y? dy. 
0 0 


Il vaut mieux passer en coordonnées polaires. En effet, d’une part f est continue, d’autre part 
K = (C), où C est le pavé inclus dans À : 


C = {(p,8)1(0 < p < 1) À (0 < 6 < n/2)} 


On calcule : f(p cos 8, p sin 8j = pet: 


= ssas (Fos) (fe): 


2° Passage en coordonnées cylindriques. — Considérons l’application : 
p: R°—R° (p,8,z) —(pcos8, p sin 8, z). 
Nous noterons : 


x = p cos 86, y = psin 86, 27: 


est visiblement de classe C”; on calcule D(J,)(p, 8, z) = p. 
Soient : 
A = {(p,8,2){p > OA(—-r<0< x)} 


D = {(x, y, 2)1(y = OÙ À (x < 0). 


On constate que @ induit un C”-difféomorphisme de À sur R°\L. 

e Soient C un compact cubable (de l’espace des (p, 8, z)) inclus dans A; @(C) 
est un compact cubable (de l’espace des (x, y, z)). En raisonnant comme au 1”, 
pour toute application continue f: @(C) — E on justifie l'égalité : 


Il f(x, y, z) dx dy dz — ll f{p cos 6, p sin 6, z)p dp d8 dz (2) 
p(C) C 


3° Passage en coordonnées sphériques. — Considérons lapplication : 


D: R°—R° (r,8,9) -— (rsin 8 cos w, r sin 8 sin @, r cos @). 
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Nous noterons : x = r sin 8 cos @, y = r sin 0 sin @, z = r cos 6, et nous 
ferons des figures dans deux espaces R° distincts (fig. 27). 
® est visiblement de classe C* : on calcule D(J,){r, 6, @) = r? sin 6. 
Soient : 
A = {(r,8,@)ltr > 0) À (0 < 8 < x) À (0 < y < 2r)} 
et : I = {(x, y, z)[(y = 0) À (x > 0)} 


On constate que ® induit un C®-difféomorphisme de À sur R°\1. 


eSoient C un compact cubable de R*° inclus dans A, et f: D(C) — E une 
application continue. La proposition III du 7.2.2, 2° s'applique encore et se 
traduit par : 


[| f(x, y, z) dx dy dz 
DC) 


— [I f{r sin 8 cos w, r sin 8 sin 4, r cos 6)r° sin 6 dr d6 dy (3) 
C 


X 


FIG. 27. 


REMARQUE. — Ici encore on part le plus souvent d'un compact cubable K de « l’espace des 
(x, y, z) »; il faut alors faire apparaître K sous la forme K = ®{C), avec C = D '(K) NA. 


EXEMPLE. — Calcul de I = ff xyz dx dy dz, avec : 
K 


K = {(x, y,z)e R°[(x > 0) À (y > 0) À (z > 0) À (x? + y? + z? < 1)} 


K est le compact cubable de R*, image par ® du pavé inclus dans A : 


T T 
(GE de 6, p}XR°(0O<r<1) À (o<o< :) A (o<e< d 
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Comme f :(x, y, z) Hxyz est continue sur K, I existe. Nous avons: 


f(r sin 8 cos #, r sin 6 sin @, r cos 6) = r*° sin? 6 cos 8 cos y sin y 
et: 


I = qi r° sin° 6 cos 8 cos æ sin @ dr d8 do. 
C 


Il vient : 


: - | 
I = r° dr (| sin 6 cos 6 48). | cos sin ç de) = —, 
( 0 O0 48 


Par 7.1.2, 1°, on obtient le calcul moins avantageux : 


1 Ji-x Ji ou: 
l= | (| {| xyz de} dy ax 
0 \Jo 0 


D'autre part un passage en coordonnées cylindriques fournirait : 


(fnsose) ([ {ET ere}e) 


7.2.4. Calcul des intégrales multiples 
par la méthode des « équipotentielles » 


— Soit à calculer I = | f, où À est un compact cubable de RP (p = 2 ou 3) 
À 


et où f: À — E est une application continue. Un changement de variables 
intéressant peut être suggéré par l'étude des équipotentielles, c’est-à-dire des 
parties de À pour lesquelles la restriction de fest une constante (courbes de niveau 
dans le cas de R°, surfaces de niveau dans le cas de R*). 

Supposons donc que nous ayons réussi à trouver un C'-difféomorphisme œ 
d’un ouvert U de R? sur un ouvert V = À de RP, écrit sous la forme: 


(W)ER x RP! + (pif, W), .…., p,(te w) 
vérifiant la condition : 
V(u.w)ep”!(4) (fo oj)(u, w) = H(u}, (indépendant de w). 


Supposons en outre que C = @ (A), qui est un compact cubable 
(6.5.3, 6°), soit de la forme : 


C= {uw ER x R?°'|(a < u < b) À (we B(u))} 


où, pour tout ue [a, b], B(u) est un compact cubable de R?7". Alors on peut 
appliquer la proposition II du 7.2.2. 
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I est ainsi l'intégrale sur”C de : (u,w) + (f° @)(u, w)ID(J,)(u, w)l. En 
utilisant 7.1.2, 2°, 1l vient : 


b 
1 = | H(u) G(u)du, avec Glu) = | ID(J,)I(u, w) dw. 
B{u) 


— Dans certains cas, on obtient G{(u) sans calcul de primitives. Soit en effet le 
compact cubable : 


C(t) = {(u,wW)ER x RP (a <u<t) A weB(u)}, (a<t< b) 


où, pour tout ue [a, b], B(u) est un compact cubable. 
En reprenant le calcul précédent, avec b = t et f = x,, on constate que 


{ 
| G(u) du n'est autre que la mesure p-dimensionnelle, m(t), du compact cubable 


A(t) = @(C(t)). De la continuité de G, on déduit que l’application m: [a,b]—R 
est dérivable et que: Vue [a, b] m'(u) = G(u). Ainsi: 


b 
I - | H{(u)m'(u) du. (1) 


Le 


2 
y 
EXEMPLE I. — Dans R? affine euclidien, on considère l'ellipse F: — + — = 1, de Joyers F(1, 0) 


4 3 


*< 


x? y? 
et F'(— 1,0); on pose: A = x y}e R? . + .. < i} On cherche à calculer 


De I] (MF + MF'}° dx dy, (avec M = (x, })). 
A 


f: M (ME + MF'} est continue sur R? et, pour tout ue R* prend la valeur constante 


H(u) = (2,/1 + u?)° le long de l’ellipse F, de foyers F et F', de demi-petit axe u. Ceci conduit à 
considérer l'application de classe C! : 


p: R?—R? (u,w) (x, y), avec x = 4 + u? cos w: y = u sin w. 
On a: À = @(C), où C est le compact cubablie: 
C = {{(u,wje R?|(0 < u < /3) A (0 < w < 27) 


On constate que + induit un C*-difféomorphisme de € sur p{C) qui est l’ouvert À\S de R?, où S 
est le segment [ — 1, 2] de l’axe Ox. Le calcul précédent (justifié ici par la proposition III du 7.2.2) 
s'applique. 
En utilisant le calcul de «faire de l’ellipse» qui sera fait au 7.3.1, 1°, on obtient: 
m(r) = nt4/1 + 22; d'où: m'{r) = x(1 + 212)(1 + 12) 1/2. 
Il vient, par (1): 
304 ,/3 


V3 
1= 8 | Q + WN + Zu) du = — 
0 


EXEMPLE Il. — Reprenons le calcul de [fI (1 + x+ y + z)7* dx dy dz, avec 
A 


A = {(x, y,2)e R°|(x > 0) A (y > 0) A >OA(x+y+2z<1)] 
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Laissant au lecteur le soin d’affiner la démonstration, nous raisonnerons ici « en physicien ». La 
famille des équipotentielles s'écrit (A(U))sero,1p où A(u) désigne la section de À par le plan d'équation 
x+y+z—=u Sur A(u) la fonction f prend la valeur F(u) = (1 + u)=*. Le volume de 

1 2 
A(t) = U A(u) est mt) = 1°/6. D'où: m'{t) = 12/2. Ainsi T = : = dt. 
ue[0,r] l 5 20 (1 +1) 

On retrouve: I = : Log 2 — à , 
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Ici RP, p = 2 ou 3, est considéré comme muni de sa 
structure euclidienne canonique (les résultats s'étendant à 
tout espace affine euclidien de dimension 2 ou 3 grâce au 
corollaire I du 7.2.2, 3°). 

Rappelons que : 

— pour p=2 (resp. p = 3) la mesure p- 
dimensionnelle est appelée aire (resp. volume); 

— ilest d'usage de dire partie quarrable de R? pour 
partie cubable de R?. 


7.3.1. Calcul des aires 
1° Formule fondamentale. — Comme cas particulier du théorème du 
7.1.2, 1°, nous avons: 


THÉORÈME. — Soient [a, b] un intervalle compact de R, w, et @, deux 
applications intégrables (resp. continues) de [a, b] dans R telles que @, < Y:. 
Alors: 

A = {(x, y}e R'(a < x < b) À (fx) < y < p2(x)} 


est une partie quarrable (resp. compacte et quarrable) de R?, d’aire : 


S = | Cp2(x) — p:(x)]dx (Fig. 28). 


FIG. 28. 
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REMARQUES. — a) Dans l'énoncé du théorème précédent, on a le droit de transposer x et y. Dans 
la pratique, les deux calculs de S ne sont pas toujours simultanément possibles (cf. figures). 

b) Lorsque l'application w, est nulle, on obtient l'interprétation géométrique — connue du 
lecteur depuis la classe terminale — de l'intégrale (simple) d’une application positive, intégrable, de 
[{a,b] dans R. 

2 2 


x y 
— + — < L (a, b)e(R#)°. 
b? 


a? 


EXEMPLE. — Aire de À = 4e y} e R° 


Il s’agit de la partie bornée de R? limitée par une ellipse. 
b 
Le théorème s'applique, avec [ — a, a] au lieu de [a,b], et @,: x ++ — — /a° — x, 
a 


@, = — w,. À est un compact cubable d’aire: 


+a b 2h 
S = 2- Ja? — x? = 4 — Ja? — x? dx = rab 
a 0 a 


— a 


(On aurait pu utiliser des considérations de symétries et de parité pour se ramener à un « quart 
d'ellipse ».} 

En faisant b = a, et en utilisant l’invariance de l’aire par translation (7.2.2, 3°) on constate que, 
dans R? euclidien, l’aire d’un disque de rayon a est ta°. 


2° Il peut arriver que À € R? ne soit pas initialement défini d’une façon 
aussi favorable qu’au 1°, mais qu’on puisse s’y ramener par l’utilisation 
d'applications réciproques. 


EXEMPLE. — Montrer que le sous-ensemble de R? : 
A = (x, y)e R°Br e[O, 2x] (x = aft — sint)) À (0 < y < a{l — cost) 


est quarrable et calculer son aire (a e R* donné). 
— La frontière de À est la réunion du segment [0, 2xa] de l’axe des abscisses et de l’arche de 
cycloïde, image de [0, 2x] par l’application continue : t + (at — sint), a(l — cost). 


FIG. 29. 


— L'application : 
[0, 2x} > Rt —a(t — sint) 


est de classe C ” : elle est strictement monotone ; elle induit donc un homéomorphisme f de [0, 2x] sur 
FO, 2xa] : soit g l'homéomorphisme réciproque (Fig. 29). On constate : 


A = fx, y}e Rx e [0, 2xa]) À (0 < y < p{x))| 


où y désigne l'application continue x + a(1l — cos g(x))de [0, 2xa} dans R. Le 1° s'applique : 4 est 
2na 

un compact cubable, d'aire : S = | a(1 — cos g{x)) dx. Calculons l'intégrale simple S par le 
(+) 
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changement de variable x = f(t), ce qui est possible puisque f'est de classe C! (111.6.7.2, 2°). Il vient : 


28 2n 
S = | a(i — cost). f'{t) dt = { a{i — cost} dt = 3xa!. 
[eo] 


O 


Il peut même arriver que, x et y jouant des rôles symétriques le calcul 
précédent puisse se faire de deux façons : on aura alors des simplifications en 
utilisant successivement le théorème d’inversion relativement à x et à y. 


EXEMPLE : 


T 
A = {ex y) e R'f € Lo J (x = acos°t) À (0 < y < asin° o| 


La méthode précédente fournit : 


C 
il 
© , 
Ni > 


a sin° t.3a cos? t sin dt. 


Mais on a: 
T 
À = {ex y} e R?lr e[o d (y = asin*t) À (0 < x < a cos” où 


ce qui fournit : 


Le 
2 

S = a cos* t.3a sin? t cost dt. 
0 


Par la demi-somme : 


3a? [2 3ra? 
S = — sin? t cos? t dt = _ 
2 Jo 32 


Cette étude sera complétée au sous-chapitre 5.2 du tome V (intégrale curviligne). 


3° Aire d’un secteur curviligne. — THÉORÈME. — Soient 6, et 6, des réels tels 
que O0 < 6, — 0, < 2x, et h:[0,,0,] — R une application positive et continue. 
On désigne par K l’ensemble des points (x, y) € R° dont un système de coordonnées 
polaires (p, 8) vérifie : 


(8€ [6,,0,]) À (0 < p < h(8)) 
1 fr 
Alors K est un compact quarrable, d’aire : S = > | h°(6) d6. 
8, 


— ÎlexisteaeR tel que : « < 8, < 8, < à + 2n, (la figure 30 est faite 
dans le cas usuel &« = — x}. Utilisons 7.2.3, 1°, avec ici : 


À = {(p,8)e R'{(p > 0) À (x < 8 < à + 2r)} 


On constate K = yp(C), avec : 


C = {(p,8)e R2[(8, < 8 < 6.) À (0 < p < h(6))} 
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= 


FiG. 30. 


D’après le 1°, C est un compact quarrable ; on en déduit (7.2.3, 1°) que K est 
un compact quarrable, d’aire : 


S = Il xk (p cos 6, p sin 6)p dp d0 = (l p dp de. 
C C 


8, h(8) if 
s= [{[""ouola 1 [voa : 
8, (+) 2 8, 


On dit que K est le secteur curviligne limité par les droites 0 = 8,,8 = 6, et 
par la courbe d’équation polaire p = f(6). 


Ainsi : 


EXEMPLE. — L'aire de l’ensemble des points (x, y)e R? dont un système de coordonnées polaires 
vérifie (8e[— x, x]) À (0 < p < a(l + cos 8), a > 0, est: 

1 f” 3xa? 

S = - a?(i + cos 8)? d8 = . 


La frontière de cet ensemble est la cardioïde dont une équation polaire est p = a(1 + cos 6). 


7.3.2. Calcul des volumes 


1° Calcul « par piles ». — Comme cas particulier du théorème du 7.1.2, 1° 
nous avons (avec p = 3 et f = #,) : 


THÉORÈME. — Soit B un compact cubable de R?, @, et @; deux applications 
intégrables (resp. continues) de B dans R telles que @, < ®,. Alors: 


À = {(x, y, 2)e R°|(x, pe B) À (p16x, y) < z < p:(x, })) 
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est une partie cubable (resp. compacte et cubable) de R°, de volume: 


V = Il Cp2(x, }) 0 1x, »)] dx dy 
B 
(Le lecteur se référera à la figure 23). 


REMARQUES. — a) On peut permuter les variables. 


b) Lorsque l'application @, est nulle, on obtient une interprétation géométrique de l'intégrale 
double d’une application positive, intégrable, d’un compact cubable de R? dans R. 


EXEMPLE. — Volume de À = S ME, avec S = {(x, y, z)|x? + y? + 22 < l} et 
E = {(x, y, z)|x? + (y — 1/2)? < 1/4}, 


(solide commun à une boule et à un cylindre de révolution). 
En désignant par B la boule fermée de R? de centre (0, 1/2), de rayon 1/2 et en posant : 


Pux = — V1 — x — y2, px, y) = + 1 — x2 — 2, 


FIG. 31. 


on se trouve dans les conditions d'application du théorème (B est un compact cubable, y, et w, sont 
continues sur B). À est donc un compact cubable : en utilisant des considérations de symétries, on 
obtient son volume sous la forme (fig. 31) : 


y=a || V1 — x? — y? dx dy, B' = {{(x,y)e Bix > 0}. 
B' 
Le calcul est aisé en coordonnées polaires. On obtient : 


2 sin 0 4 3 2x 8 
y=4 | a | Vip pdp =” | (1 — cos* 8) d8 = — — -, 
3d, 3 9 


0 0 
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2° Calcul « par tranches». — Comme cas particulier du théorème du 
7.1.2, 2°, nous avons (avec p = 3 et f = %,) : 


THÉORÈME. — Soit À une partie cubable de R° comprise entre deux plans de 
cotes aet b(a < b). On suppose que, pour tout z € [a, b], la projection B(z) sur xO y 
de la section de À par le plan H(:) de cote z soit quarrable, d'aire S(z). Alors le 
volume de À est : 


b 
= | S(z) dz. 


(Le lecteur se réfèrera à la figure 24 de la page 269). 


EXEMPLE DU CYLINDRE (RESP. DU PRISME) — On se ramène par déplacement au cas où les plans 
des bases (que l’on suppose être des compacts quarrables) ont pour équations 2 = Oetz = h,heR* 
désignant la hauteur. Le lecteur vérifiera que le cylindre À est le compact cubable de R° engendré par 
le compact quarrable 4 n H{(z) du plan H(z), déduit de la base 4 À H(0) par une translation de 
direction fixe ; z varie de 0 à h; B(z) a une aire constante B. Ici: 


h 
V = | B dz, c'est-à-dire V = Bh. 


O 


EXEMPLE DU.CONE (RESP. DE LA PYRAMIDE). — On se ramène au cas où le sommet est O, le plan de 
la base (que l’on suppose être un compact quarrable) étant z = h, h e R*. Le lecteur vérifiera que le 
cône À est le compact cubable de R° engendré par le compact quarrable 4 n H(z:) du plan H(:) 
déduit de la base À N H(h) par l’homothétie de centre O et de rapport z/h dans R* ; z varie de O à h: 
B(z)se déduit de B(h) par l'homothétie @. de centre O et de rapport z/h dans R° : ici det (@.) = (z/h}°.et 
S(z) = (z/h)°B, où B est l'aire de la base. 

Il vient : 


h 
V = me. | z? dz, c'est-à-dire = Bh/3. 


0 


Cas particulier: volume d’un « solide de révolution ». — Étant donnée une 
partie À du demi-plan {(x, y, z)|(x = 0) À (y > 0)}, on appelle solide de 
révolution engendré par la rotation de A autour de Oz l’ensemble des points de R° 
tels que chacun d’eux puisse être considéré comme l’image d’un point de A par 
une rotation d’axe Oz. 


Fi. 32, 
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En particulier, g : [a, b] — R étant une application positive et continue, 
A = {(x, y, z)|(z € Ca, b]) À (x? + y? < g°(2)} 


est un solide de révolution. En utilisant les notations de 7.2.3, 2° (coordonnées 
cylindriques) on constate que À = @(C), où C est le compact cubable de l’espace 
des (p, 9, z) (fig. 32): 


C = {(p,8,z)|(— x < 8 < x) À (a < z < b) À (0 < p < g(z}} 


A est aussi un compact cubable. 
Le théorème précédent s'applique, car B(z) est ici un disque fermé, et donc 
un compact cubable; en utilisant 7.3.1, 2°, exemple, on a B(z) = ng*(z). D'où 


b 
V = «| g°(z) dz 


REMARQUE. — Fr(A) est la réunion de deux disques (éventuellement de rayon nul), 
respectivement situés dans les plans z = aet z = b,et de la « surface de révolution » engendrée par la 
rotation autour de Oz de la « demi-méridienne » 


F = (x, y, 2)l(x = 0) À (a < z < b) À (y = g(z))} 


EXEMPLES. — a) La boule de R*° de centre (0, 0, 0), de rayon a (et à une translation près une boule 
quelconque de R° de rayon a) a pour volume: 


4ra° 


V = «| (a? — z?) dz = 


b) Volume du tore à collier. Étant donnés deux réels a et R, tels que0 < R < a,ondit quele solide 
de révolution À engendré par la rotation du disque: 


A = {(x, y, z)l(x = 0) À ((y — a)? + z? < R°)} 


FIG. 33. 


autour de Oz est un tore à collier non nul si R < a, un tore à collier nul si R = a. Considérons les 
compacts cubables : 


À; = {Cx, }; z)|(z € É= R, + R]) A (x? + y < gi (z)}, IE N, 
avec : 


das er à doser Ver 
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On a: 
A4, et ACAA, c A. 


D'où : HA) = W4,) — WA.) et, par la formule précédente : 
R mr a 
WA) = : | [a + VR? 2) (a VR? — z7)7] dz = 2x’aR?,. 
—R 


EXERCICE. — Mesure p-dimensionnelle, V, (a), d’une boule de rayon a dans R? (muni de sa structure 
euclidienne canonique). 

Comme le théorème du 7.1.2, 2° dont il découle, le théorème précédent vaut en dimension 
quelconque, et conduit ici à la relation: 


” 
V, (a) = [ V,_ (a? — 2?) dz 
Si @ est une homothétie de rapport a”! /a? — z? dans R°°!,on a: 
det (o) = (1 we z?/a?)®7 2 


et donc: V,_,(/a? — 2?) = (1 — z//a?) ME V,_ (a). Ainsi: 
+a 
V, (a) = a | (1 — z2/a?)P71)2 qz. 
Le changement de variable z = a sin t conduit à la relation : 


ñ/2 
V,(a) = 2aV,_,(a)l, où 1,=— | cos? t dt. 
0 


En utilisant V,(a) = 2a et les expressions des intégrales de Wallis /, données au 111.6.7.2,5 , le 
lecteur vérifera : 


Lo an Va 7 
a) = — a“P: QG) = ————— 4 
OT Fo (2p +1)! 


2p+l 


Le] 


Rr 
Ainsi V,(a) = na? et V,(a) = % a*. 


Formule des trois niveaux. — PROPOSITION. — Les notations et les hypothèses 
étant celles du théorème précédent, on suppose en outre que S est une fonction 
polynomiale de degré au plus égal à 3. Alors: 


D + EC + S(b) + 4S É = -)| 


Les aires et les volumes étant invariants par translations, il suffit de faire la 
démonstration dans le cas a = — b. Montrons que, pour tout be R, toute 
application polynômiale f de degré au plus égal à 3 vérifie: 


b 
| J{2) dz — ; 6) + f{-— b) + 4(0)] 
—b 
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Par linéarité, il suffit de le vérifier lorsque f(X) est l’un des polynômes 
1,X,X2,X3. C'est évident pour f{X) = X et f{X) = X, et très simple pour 
f(X) = 1 et f(X) = X°. Æ 


2 2 7? 


X }ÿ 
—_ +—+—<I1/,(a b,c)e(R*}. 
a? b?  c? 


EXEMPLE. — Volume de À = {x y, 2) 


En utilisant, par exemple, le théorème du 1‘, on constate que 4 est un compact cubable de R°, 


dont la frontière est un ellipsoïde; 4 est compris entre les plans de cotes c et — c. 
7 2 52 
Ici B{z) = {x y) e R? a + <1 — —?. En utilisant 7.3.1, 1° («aire de l’ellipse ») on 
a 


constate : 
S(z) = rab (1 — z?/c?) 


La proposition s'applique, et fournit : 


4rabc 


4c 
V = — S(0) = 
3 


Pour a = b = c, on retrouve le volume de la boule de rayon a fourni par l'exercice précédent. 


REMARQUE. — La formule des trois niveaux est un cas particulier (très simple !) de la formule de 
SIMSON (cf. exercice 6.56 du tome III). 


EXERCICES 


EXERCICES THÉORIQUES SUR LES CHAPITRES 6 et 7. — Ces exercices, assez difficiles, 
peuvent être réservés pour une seconde lecture. 


7.1. — Soient P et Q deux pavés de R? et R‘respectivement, et f: P x Q — R une 
application intégrable ; on dispose des applications : 


F: PR x M [rene 
*/Q 
k 
F:P—R X Lt nav 
Q 


a) En choisissant deux applications en escalier u et v de P x Q dans R vérifiant 


u<f<v « | | u < €, 
PxQ Px@ 


montrer d’une part que F est intégrable, d'autre part que | F(x) dx = | f. 
P PxQ 
b) Établir le même résultat pour F, et en déduire qu’il existe un sous-ensemble 
négligeable de P en dehors duquel f(x, .) est intégrable. 


7.2. — Soit f : R" — E une application. On appelle support de f, et on note S(f), 
l’adhérence dans R” de {x e R'|f(x) # 0}. 
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a) Montrer que R"\S(f) est l’intérieur de {x e R"|f(x) = 0!. 
b) On suppose f: R”" — E continue, et S(f) compact dans R". Montrer que si À est 
une partie bornée quelconque de R" contenant S(f) alors f est intégrable sur À et que 


LL 
A sp) 


c) On reste dans les hypothèses de b). Montrer que si P est un pavé de R?, Q un pavé de 
RT, (p + q = n), tels que P x Q = À, alors: 


[ras = | l fes,» dy | - | || JC; pa dy 
A P Q Q P 


7.3. — Soitf: R? — R une application à support compact, et soit U un ouvert borné 
de R? contenant S(f). 


a) On suppose que pour tout & > 0, il existe g: RP? — Reth: R? — R, toutes deux 
continues et à supports compacts contenus dans U, vérifiant : 


g<f<h et [ 60 dx — | apoax < € (1) 
U U 


Montrer que f est intégrable sur U. 


b) Montrer que, réciproquement, si f est intégrable sur U, alors pour tout £ > O, il 
existe g : R? — R et h : R? — R, continues, à supports compacts contenus dans U, et 
vérifiant (1). 

On étudiera d’abord le cas où f'est la fonction caractéristique d’un pavé inclus dans 
U, puis celui où S(f) est un pavé inclus dans U. Dans le cas général, on montrera que si 
(P.).., est une famille finie de pavés de R, pour tout i e I il existe g,: R? — R, continue, 


nulle en dehors de P,, strictement positive sur P,, avec en outre ÿ g=l. 
iel 


7.4. — Soient U et Vdeux ouverts bornés de R?, @: U —+ Vun C'-difféomorphisme 


de U sur V.f: RP? — R une application continue, dont le support compact S(f)est contenu 
dans F 


1) Montrer que f est intégrable sur V, et que (f ° p).|D(J,)| est intégrable sur U. 
2) On se propose de montrer, sous ces hypothèses, qu’alors: 


Lr (v) du = (l (Fe p)(u).1D(J,)(u)| du. 
Pour celà : 
a) Démontrer le résultat dans le cas: 
p=1 et Sfj=[aBlc Fr 
b) Montrer que le résultat est encore vrai si 


S() = [I Lo Bic 


i=l 


et si @ est définie par : 


Vi = lu, ...,u,), Ua = Uz,...,V, = U,. 
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c) Montrer l'égalité pour @ de la forme: 
y = Up Up = Uggyy OÙ OEG, 


d) Montrer que si: V — West un C' difféomorphisme de l’ouvert Vsur l’ouvert W 
et si l'égalité a été prouvée pour y et pour W, (avec f satisfaisant aux hypothèses), alors elle 
est vrale pour Ÿ © ®. 

e) En procédant par récurrence sur p, établir le résultat dans le cas général. On se 
ramènera, sur des pavés (P.)., en nombre fini, au cas b), et on utilisera l’hypothèse de 
récurrence (1l sera utile de considérer comme dans l'exercice précédent, des applications 
continues g;,: R? — R, nulles hors de P,, strictement positives sur P, et telles que 


DE = 1). 


7.5. — Soient U et Vdeux ouverts bornés de R?,@: U — Vun C' difféomorphisme de 
U sur V. Étant donnée f: R? — R, on suppose que fest à support compact et que S(f) « V 
Montrer que si f est intégrable sur W, alors: 


i) (fo wp).ID(J,) est intégrable sur U; 


ri) [ (Je p)(u).1D(J,)(u)| du = Lo dv. 


(On utilisera les deux exercices précédents). 


7.6. — On indexe sous la forme («,),.\ les points de l’ensemble dénombrable 
Q n [0,1]. Soit Za, une série convergente, à termes dans R°. 
a) xe[0, 1] étant fixé, on pose N{(x) = {ne Nla, < x}. Montrer que la famille 
L a, est sommable. 
neN(x) 


b) Soit : 
f: (0 1]R x À a, 
neN(x) 
Montrer que f est croissante et que l’ensemble de ses points de discontinuité est 


Q n 10, 1]. En déduire qu'il existe des applications intégrables dont l'ensemble des points 
de discontinuité n’est pas %-négligeable. 


7.7. — a)n étant un entier supérieur ou égal à 1 montrer qu'il existe 2" ! rationnels de 
la forme = avecpe N,0 < p < 2”, qui sont irréductibles. On appelle E, l’ensemble qu'ils 
constituent. 

b) Soit L a, une série convergente à éléments réels strictement positifs, de somme S 

n 


strictement inférieure à 1. 
— Pour ñn = 1 on appelle 1, , l'intervalle ouvert de centre 1/2 de longueur a,; 
— pour n = 2 on appelle 1, , et 1, , les deux intervalles ouverts de centres 1/4 et 3/4 


a} 
de longueurs respectives 3: 


— plus généralement on appelle 1,,,1 < k < 2"°!, les 2””? intervalles ouverts de 


a 
centres les points de E,, et de longueurs respectives - 
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Soit alors: 


C = [0,1]\ 


k,n 
(neN*) A(<k<2"1) 


Montrer que C est un compact de R d'intérieur vide. 
c) Montrer que C n'est pas négligeable. En déduire que C est non cubable. 


7.8. — Soit f: [0,1] x [0, 1] définie par: 

x2 — y? 
(x? + ph 
x=0 ou y=0 f(x, y) = 0 


(x, y)e ]0, 1] x ]0,1] f(x, y) = 


1) xe[0,1] étant fixé, montrer que y = f(x, y) est intégrable et calculer 
1 1 


F(x) = | f(x, y) dy. Montrer alors que x + F(x) est intégrable et calculer | F(x) dx. 
[e) 0 


2) Procéder de même en fixant tout d’abord y € [0, 1]. Que pensez vous du résultat ? 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE 7. — RP(p = 2 ou 3) est considéré comme muni de la 
norme euclidienne canonique: (x;, ...,x,) 1x2 +... + x5. 


7.9. — Existence et calcul de Il f{x, y) dx dy dans les divers cas suivants: 
A 


f(x, y) = A © R? définie par... 
x? + y? x>0 , y? +2x< 1 
1/(x + y) Y<Xx< l, x+yz>l 
Vy- x x? +y< 0, y—x2>0 
exp (y/(x + y)) 0O<x< I, 0<y<1i-x 
sin (rzx/(2y)) 1<x< 4, x < y < min (2, x) 
exp (— (x? + xy + y°)) x? +xy+y<I 
x2y(1 — x° — y°)!'® x>0,y> 0, x°y < 1 
— Ma 
X 7 Vs 5x pe $ 7 
Ve d > 4) 6 
1/(1 + x? tg° y) 0<x< 1, 0 < y < r/2 
Log(l + x + y) x2>0, y2>0, xX+y<l 
x = pcos 86, y = psin 6, et... 


px? + y° + 1) 


0 < 1 +cos0 
Ve +» +1 0 < < 


60 0 < p 
< n/3, 0<p \/4 cos? 8 = 1L 
F 


7.10. — Soit À le domaine limité par une ellipse de foyer F et F”. Calculer : 


(I (MF + MF')dxdy: Îl (MF? + MF?) dx dy; 
A A 


Il MF.MF'dx dy. 
4 
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7.11. — Soient À € R? définie par: (0 < x < a) À (0 < y < b},et f: À +R, de 
classe C*. Calculer : 


[y ET 66 max d 
XY —— (x, 
A oo El 


7.12. — D(x, y) désigne la boule de R? de centre (x, y), de rayon 1. Soit f une 
application continue de R? dans R telle que: 


1 
V(x M eR? fx, y) = : ÎL. Ju, v) du du 
X, y 


Montrer que f est de classe C®. 
7.13. — Soit À, l’intérieur du triangle de R? de côtés: 
x=1l, y=0, x-y=X, (0<X <1) 
Calculer : 
1Q = | | un 
4; x + . y 


Existe-t-il lim (À)? 
À —0 


7.14. — Soit À la partie du demi-plan y > 0 de R°? limitée par les paraboles: 
y? =4x +4, y? =2x +1, y? =9—6x, y? = 4 — 4x. 
Calculer : 
| | y dx dy 
A(1 + x)°/? x? + y 
On posera: x = u* — v°, y = 2uv, avec u > 0. 


7.15. — Soient ae R tel que 0 < a < 1 et À € R? défini par: 


O<x<n/2 et DO<y<a. 
Il dx dy 
47C0SXx + 1 


[” Log (1 + acost) : 
rt 
à cos t 


Calculer : 


En déduire : 
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7.16. — Soit À € R? définie par: 


x? 
str-1<0 An<x< 2) 


dx dy 
Calculer une valeur approchée à 0,1 près de 


4x /1yl 


7.17. — Soit C(r) la boule de R? de centre (0, 0) et de rayon r e R*. Pour (x, y) # C(1) 
on pose f{x, y) = @ — sin @, où est la mesure en radians (entre 0 et x) de l’angle des 
tangentes menées du point (x, y) au cercle qui limite C(1). Calculer : 


I(r) = (l f(x, y) dx dy, r>l. 
C(r\C() 


7.18. — Fest l'application du carré A(0 < x < 1 et 0 < t < 1) dans R définie par 
F(xt)= xl —t1)s0<x<tr<1;:F(x,t)=1t1(1- x)s0<t<x< I. 


& est l’espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R. 
a) Aueéë on associe f : [0, 1] — R définie par : 


1 
f(x) = | F(x, thu(t) dt 


(e) 


Montrer que f est de classe C?. 


b) On pose f = (u)et on considère @ comme un endomorphisme de #. Trouver ses 
vecteurs propres. 


7.19. — Soient ae R* et À € R° définie par: 
(x + y < da) A (xy > a’) A (x < y) 


a) Calculer 


I = [| (x? — y’)xy dx dy et J — Il (x? — yl)cos(xy) dx dy 
A A 


* b) Retrouver le résultat en utilisant la formule de Green-Riemann (cf. tome V).+ 


7.20. — Soient les pavés P=[-aa]x[-—aa] de R°' et 
Q=[-a.a] x [— a, a] x [— a, a] de R°. On considère trois applications continues 
f, 1 <i < 3 de P dans R°. On pose: 


l = Il : V0, Nf,6 2)f3(y, 2dx dy dz, 


J; = [ Vitx, y)? dx dy, 1 <i < 3, 


Montrer : 
3 


I < [TJ 
i=1 
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7.21. — Existence et calcul de Il f(x, y, 2) dx dy dz, dans les divers cas suivants: 
A 


f(x, y, 2) = … A © R* définie par... 
x? y? 72 
(ax + by + cz)? x20,y720,220 +: +—-<Ii 
a b C 
1/(1 + x + y + z)° x>0,,y>0,,2>0,x+y+z<l 
Tr K T 
sin (x + y + 2) Cr LS 
z COS (x? + y?) >0,x?+y +72<7r 
X  } 2 X  }Y 2z 
sy ( — ——-—- } x20,y>0,z2>0-+-+-<l1 
a b cl a b c 
7.22. — Soit À € R° définie par:x >0,y>0,z2>0x+y+2z< li. 
a) Montrer : 
p'a!r!s! 
| xPy42"(1 — x — y — 2} dx dy dz = (p,q,r,s)e N*. 
A p+q+r+s)! 


7° 


b) Existence et calcul de ff ——————— dx dy dz. 
A(y + z)(x + y + 2) 
[On utilisera le changement de variables : z = uuw, y + z = uv, x + y + z = u.] 
7.23. — On désigne par S, la boule de R° de centre (0, 0, 0), de rayon r e R#. Soit fune 
application de classe C? d’un voisinage de (0, 0, 0) dans R. Donner un développement 
limité à l’ordre 5, au voisinage de O, de la fonction 


r H Fr) = Il f(x, y, z) dx dy dz 
S 


CALCULS D'AIRES ET DE VOLUMES. — On montrera dans chaque cas que l'ensemble 
considéré est cubable. 


7.24. — On considère le limaçon de Pascal représenté par p = a(2 cos 6 — 1). 
a) Aire au domaine limité par la boucle; 
b) Aire comprise entre la boucle et l’arc extérieur. 


7.25. — Aire du domaine limité par la courbe dont une équation est: 


a) (x? + y?)(k2x2 + y?) — ax2y = 0; bb) (x? + 2y?)? — 2a?xy = 0. 


7.26. — Aire de l'intersection des domaines limités par deux ellipses égales et 


concentriques. 
x? 2 x? 2 
Ê +Ë-1<0)1(5-%-1<0) 
a? b? p? q? 


7.27. — Aire de : 
où (a, b, p, g)e (R#%)* est donné, tel que: a? — b? = p? + g2. 


{x }) 
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1 


7.28. — Résoudre l'équation différentielle : yy' + az = (0. Trouver l'aire du 
y + ÿt 


domaine intérieur à la courbe qui représente une solution. 
7.29. — Aire de: 


CE CREED ECRIRE) 
(x, y) é “3 N D) 


7.30. — Aire du domaine limité par la courbe dont une représentation paramétrique 
est : 


a) x =t* Logt, y = t(Logt)? 

b) x = cos° t, y = sint(2 — sin?t) 

7.31. — Pour chacune des courbes d'équations 
y=x—thxLog(chx) et y =(1 +th?x) 1/2 


Calculer l’aire S(ÀA) du domaine limité par la courbe, l’axe Ox et les droites 
d'équations x = 0 et x = À. 
Chercher si S(À) admet une limite quand À tend vers + oo. 


7.32. — Volume du domaine défini par: 


a) x? +y? —-2pz<0 et z>y+h (p>0,h> 0) 

b) x? +y2—-2x<0 et z2—-2x<0 

C) x213 + ps LUS L GU8 <O (a > 0) 

d) x? + y? +22 — 2ax < O0 et x? + y? — 2? tg° x < 0 et z > 0, (a > 0) 
e) (x? + y}? +2 — ax —- y <0 (a > 0) 

f) x? + y? +72 < 2az et py<z<gqy (a > 0, 0 <p <q) 


7.33. — Volume du solide commun à deux cylindres de révolution de même rayon 
dont les axes se rencontrent. 


7.34. — Soient (S): x? + y? + z? = R?, et 


‘ne 2 
} Sin «a , COS € 


"2 fit 
sin? f Ÿ cos? B 


(E): 


avec O < à < B < x/2. Montrer que S ñn E est la réunion de deux cercles. Calculer le 
volume de l'intersection des domaines respectivement limités par S et E. 


ô 


COMPLÉMENTS SUR LES 
INTÉGRALES MULTIPLES 


Ce chapitre — qui pourra être réservé à une seconde 
lecture — comprend deux sous-chapitres qui n’ont que 
peu de rapport l'un avec l'autre. 


8.1. INTÉGRALE MULTIPLE IMPROPRE 


8.1.1. Notion d'intégrale multiple impropre 


Dans le sous-chapitre 8.1, E continue à désigner un espace de Banach; À désigne une partie 
de R?. 


1° Jusqu'à présent, nous avons considéré des applications f d’une partie À bornée de R? dans E; 
pour être intégrable une telle application devait nécessairement être bornée. Ici, comme en IÏ1.7.2, 
nous allons essayer de définir des intégrales multiples — qui ne seront pas des intégrales de Riemann 
— dans le cas où À n'est pas nécessairement une partie bornée de RP, et dans celui où f n'est pas 
nécessairement une application bornée. Cette généralisation se heurte à des difficultés beaucoup plus 
importantes que dans le cas p = 1, et ses résultats sont beaucoup moins intéressants. 


2 Suiteexhaustive de compacts de À. — DÉFINITION. — Soit À une partie de R?. On appelle suite 
exhaustive de compacts de À toute suite croissante (K,),.\ de compacts de R? inclus dans 4, telle que, 
pour tout compact K de R? inclus dans 4, il existe m e N tel que K € K,, « À. 


EXEMPLES. — a) À = Ret K, = {xe R’||Ix|| < n}. 
b) À est un ouvert de RP distinct de R? et: 


K. = {x e R?(IIxil < n) À (d(x, R7\A) > 1/n)}. 


REMARQUE. — De la définition précédente résulte: À = ([J K,. Mais une suite croissante de 
neN 


compacts de 4 dont la réunion est À n’est pas nécessairement une suite exhaustive de compacts de À 
ainsi que le montre le contre exemple: À = ]-— 1, 1[ et, pour nr > 1 : 


K,=[-—1+1/n, — 1/n] L {0} LU [t/n, 1 — 1/n]. 
3° Application localement intégrable. — DÉFINITION I. — L'application /: À — E est dite 


intégrable sur la suite exhaustive (K,),.N de compacts de À, si, et seulement si, pour tout n € N, f est 
intégrable au sens de Riemann sur K,. 


DÉFINITION IL. — L'applicationf: À — E est dite localement intégrable si, et seulement s’il existe 
une suite exhaustive de compacts de À sur laquelle f est intégrable. 


C'est ainsi que si fest continue, et s’il existe une suite exhaustive de compacts cubables de 4, alors 
fest localement intégrable. 
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Notons que si fest localement intégrable, elle n'est pas nécessairement intégrable sur toute suite 
exhaustive de compacts de À (même si f est continue). Cependant si f est localement intégrable et 
continue, alors elle est intégrable sur toute suite exhaustive de compacts cubables de À. 

Avant de poursuivre, montrons sur un exemple les difficultés que soulève la définition des 
intégrales multiples généralisées. 


EXEMPLE. — Soient: 
x? — y? 
A = {(x, y)e R?(0 <x<1)'A(O<y<I1)} et AR XYN———;, 
(x? “e y°}? 
(application continue). 
— Posons: 


K, = {(x, y) € R’I(1/n < x < 1) À (ln < y <1)}, (n > 1) 


On vérifie aisément que (K,),.,, est une suite exhaustive de compacts de 4, que (Il f = 0,et 
K, 


que lim Il f= 0. 
n—+ + K, 


— Posons : 
H,={{(x,y)eR?|(/n < x < 1) À (1/n7<y < 1)}, (n > 1). 


(H,),>1 est une suite exhaustive de compacts de 4. On calcule : 


LL 1 | 
(Il f = — — + Arctg— + Arctgn — Arctg-, 
4 n? n 


et 1m = —, 
n+tov/v/H, 4 


Ainsi: lim l f# lim Il Î. 
n—+ + 00 K, n— + H, 


4° Définition d'une intégrale multiple impropre. — LEMME. — Soit f: À — E une application. 
On suppose qu'il existe une suite exhaustive (K,),.N de compacts de 4 sur laquelle / est intégrable, et 


telle que Ia suite k = (| If ) d'éléments de R, soit convergente. Alors: 
K, neN 


s) est convergente dans E ; 
neN 


TE | 


K, 
ii) Pour toute suite exhaustive (H,),.N de compacts de À sur laquelle f est intégrable : 


— la suite h = (| If ) est convergente et a pour limite lim k, 
H, neN 


— ]la suite # = (| s) est convergente et a pour limite lim #. 
H, ‘neN 


Preuve de i). — Soient met n des entiers tels que :0 < n < m;alors K, € K,, Intégrable sur K,, 


et K,, f l’est sur K,,\K,. On a: 
| J | < [ ILAI 
K,\K, K.\K, 


fs- [4 
Éethelute 


et donc: 
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k étant de Cauchy (parce que convergente), on en déduit que .# est de Cauchy, et donc convergente 
(puisque E est complet). 


Preuve de ü). — @ Les suites réelles k et h sont croissantes. On rappelle qu'une suite croissante 
de réels converge si, et seulement si elle est majorée. 
Pour tout ne N, on peut trouver m e N tel que H, & K,, et donc que: 


[ ui < | IA < lim k. 
H, Ka 


D'où la convergence de h, et l'inégalité: lim h< lim k. 
On montre de même: lim k < lim h. D’où lim hk = lim k. O 


© La convergence de # résulte alors de i). D'autre part, il existe @: N — N, strictement 
croissante, telle que: 


VneN H,CK,yy 
H suffit en effet de poser : 
p(0) = min{geN|H, € K,}, 
et, pour n > 1: 


p(n) = max {p(n — 1) + 1, min {ge NH, € K,}}. 


En reprenant le calcul de i), on constate, pour tout ne N: 


Lrfdef [an 


fetn | If| sont des suites extraites de suites convergentes, on 
K pin) 


o{a) 


Comme n | 
K 


on) 
obtient par passage à limite : 


Him %° — lim #|| = 0, et donc lim # = lim # O 
Ce lemme justifie : 
DÉFINITION. — Soit f : À — E une application. On dit que f admet une intégrale impropre sur À 
(ou que l'intégrale | {converge }, si et seulement s’il existe une suite exhaustive (K,),.\ de compacts de 
A 


À sur laquelle f est intégrable, et telle que la suite (l FA ) soit convergente ; la suite (| f ) 
K neN K neN 


est alors convergente, et sa limite est appelée intégrale impropre de j ; on la note | f. 
A 


Dans le cas où f'est intégrable au sens de Riemann, les deux intégrales sont les mêmes; il n'y a 
donc pas de contradiction dans le choix des notations. 


Au lieu d’intégrales impropres, certains auteurs parlent d’intégrales généralisées. 


REMARQUE IMPORTANTE. — Par définition même, l’existence de | f équivaut à celle de | TR 
A A 


pour p > 2, il n'y a donc que des intégrales impropres absolument convergentes. 


S° EXEMPLES. — a) A=R, xR, et 


SAR (xy me" 
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La suite (K,),en» avec : 
K, = {(x, pe R°l(x > 0) À (y > 0) à (x? + y? < n°)} 


est une suite exhaustive de compacts cubables de 4. Comme f est continue, f est intégrable sur cette 
suite. D'autre part f est positive et : 


LER 
| Î{ = 2"! — e7"), (calcul en coordonnées polaires). 
K, 


Ainsi la suite (| If ) est convergente, de limite x/4 ; f admet donc une intégrale impropre, 
K, neN 


de valeur x/4. 
Remarquons que (H,),.n, avec: 


H, {(x, y) € R°|(0 < x < n) \ (0 < y < n)} 


est une autre exhaustive de compacts cubables de À sur laquelle f est intégrable. On a: 


Lr-(feta) 


H. 0 
@ Du lemme on déduit aisément : 


n 
T 
lim | et dt = FE (compte tenu d’une positivité évidente). 


14 de 


D'où Pexistence et la valeur de l'intégrale (simple) impropre : | et dr = 


b) À = {{x, y, z)e Rx? + y? +22 > ler : 


n—+x 0 


f: AR (x,y,z) (a € R). 


(Khn>n avec K, = {(x, y, 2)1 < x? + y? + 2? < n°} est une suite exhaustive de compacts 


cubables de À sur laquelle f, continue, est intégrable. D'autre part f est positive et [ f vaut: 
K, 


sn2)E R°Ix? + y? +27 < let f: À — R définie par: 


«N 


1 
(x, », 2) = ——— 51 (x, y, z) # (0, 0, 0); f(0, 0, 0) = 0. 
(x? L y? + z2ÿ/2 fi 


Le lecteur montrera que fadmet une intégrale impropre sur 4\{(0, 0, 0)} si, et seulement six < 3. 


Par convention, nous écrirons alors Î | Î j{ pour [fl VA 
A A\{0,0,0! 


8.1.2. Propriétés des intégrales impropres 


PROPOSITION I. — Soient f et g deux applications de À dans E admettant des intégrales 
impropres. S'il existe une suite exhaustive de compacts de À sur laquelle f et 4 sont toutes deux 
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intégrables, alors pour tout (a, B) e K?, àf + fig admet une intégrale impropre et 


[ ef+ po = af r+ sf g. 
A | A 


Simple conséquence de la définition et des théorèmes sur les limites. Q 


COROLLAIRE. — Soit À un sous ensemble de R? admettant une suite exhaustive de compacts 
cubables. Alors l'ensemble des applications continues de À dans E, qui admettent une intégrale 


impropre. est un sous espace vectoriel de E4 et l'application f + | f de cet espace dans E est 
linéaire. 4 


PROPOSITION II. — Soient E et F deux espaces de Banach, et u: E — F une application linéaire 
continue. Si / : À — E admet une intégrale impropre, il en est de même de u < f : À — F, et l’on a : 


fur 


Par hypothèse, il existe une suite exhaustive (K,),.n de compacts de À sur laquelle f est 


intégrable, et telle que la suite k = (| 1) converge. 
K, 


neN 
On constate que u c f est intégrable sur la suite (K,),.n. En utilisant 


Vxe A l[lucf(x)il < MIf(x)I, (où M est la norme de u), 


on obtient : 


VneN | men < M| IA < M lim k. 
K, K, 


La suite (| [lue o n est ainsi majorée, et donc convergente, ce qui prouve l'existence de 
K, neN 


l'intégrale impropre | u:f. 


A 
L'égalité (1) se déduit, par passage à la limite, de: 


men [sr=i( s) ; 


PROPOSITION III. — Soit E = [] E, un produit d'espaces de Banach; on note p, la projection 


k=1 
canonique de E sur E, et q, l'injection canonique de E, dans E. Une application localement intégrable / de 
À dans E admet une intégrale impropre si, et seulement si, pour tout k e NN, f, = p, © f admet une 


intégrale impropre, et l'on a alors : 
bte D a(| s) 
À k= 1 A 


Compte tenu du fait que, si K € A est un compact, l’intégrabilité de f sur K équivaut à celle des 


f cette proposition se déduit des propositions I et IT, puisque f = >. Rmoheth = PLcf O0 
k=1 
COROLLAIRE. — Soient E un e.v.n de dimension finie, (e,), 4 <,, une base de E,etf = Ÿ fe, une 


k=1 
application localement intégrable de 4 dans E. Alors f admet une intégrale impropre si, et seulement si, 
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pour tout KE N,,, /, en admet une, et on a alors : 


RÉAUDE 


CAS PARTICULIER. — Une application localement intégrable f de À dans € admet une intégrale 
impropre si, et seulement si #e(f) et .fm(/) en admettent une. On a alors : 


[ f= [ Ref) + il Smif) 
A À A 


8.1.3. Un critère d’existence d’intégrales impropres 


1° THÉORÈME. — Soit f: À — E une application localement intégrable. Alors f admet une 
intégrale impropre si, et seulement s’il existe une application F : À — R, positive, admettant une 
intégrale impropre et vérifiant : Vx € À ||f(x)|| < F(x). 

La condition est nécessaire. — Prendre F = ||f\||. 

La condition est suffisante. — Supposons la remplie. Il existe une suite exhaustive (K,),.N de 
compacts de À sur laquelle f est intégrable; il existe d'autre part une suite exhaustive (H,),.\ de 


compacts de À sur laquelle F est intégrable, la suite hk = (| F ) étant en outre convergente. Pour 


H, 
tout ne N, il existe me N tel que K, « H,. Comme nous ne savons pas si [ If11 existe, 


introduisons un pavé P de R? tel que K, « H,, « P et revenons aux définitions : He 


| [PAL -| IP IK,I et | F - | FH. 
K, P P 


H, 
Or If IK, I < FIH, car K, c H,et {fil < F. 


Il en résulte : 
| If <| F < lim h, 
K, H 


ce qui entraine la convergence de la suite (| I ) O 
K neN 


(el inele 


Ce critère, d'usage très simple, est suffisant dans la plupart des cas. Il permet d'obtenir: 


Notons que : 


2° Règle de comparaison. — PROPOSITION. — Soient f et g deux applications localement 
intégrables de À dans R, vérifiant O < f < g. Alors : 
i) Si y admet une intégrale impropre, il en est de même de f et l'on a : 


[ref 
A A 


ii) Si f n'admet pas d’intégrale impropre, il en est de même de g. 


Cette règle de comparaison incite évidemment à comparer f avec certaines fonctions de 
référence, essentiellement d’ailleurs les fonctions (x? + y?}%2? dans R?, et (x? + y? + 2°)7%2 dans 
R. 
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3° Utilisation pratique des règles de comparaison. — Nous considérons R?(p = 2 ou 3) comme 
muni de sa structure euclidienne canonique. Nous lui adjoignons un point; appelé infini, et noté oo, et 
nous appelons voisinage de l'infini toute partie de R? LU {wo} qui contient d’une part le point «, 
d'autre part l'extérieur d’une boule de centre l'origine ; le lecteur vérifiera qu’en conservant sur R? la 
notion usuelle de voisinages, R? LU est ainsi muni d’une structure d'espace topologique. 


PROPOSITION 1. — Soit / une application continue, à valeurs dans E, définie sur une partie fermee À 
de R°. On suppose que À admet un sous-ensemble de la forme : 


= (p cos 8, p sin 0)(0, < 6 < 6,) À (0 < a < p)}, (6,,6,, a donnés avec 0 < 8, — 6, < 2x) 


et que, pour tout ne N*, 4, = (x, j)e A|x? + y? < n°} est un compact cubable. Dans ces 
conditions : 
i) S'il existe à > 2et ke R* tels qu'au voisinage de l'infini on ait: 


(x? + px, pi < k 


alors f admet une intégrale impropre (sur À). 
ii) S'il existe à < 2 et k € R% tels qu’au voisinage de l'infini on ait: 


Ce? + y}, il > & 
alors f n’admet pas d'intégrale impropre. 


La démonstration de ii), qui utilise l'existence de B, étant laissée au lecteur, démontrons i). 
Par hypothèse, il existe v e N° tel que: 


V(x pe A (x? + y? > v?) = (its y) < | 
(x? + y?y7/2 


L'application continue fest intégrable sur le compact cubable À,, et, plus généralement, (4,),.n° 
est une suite exhaustive de compacts cubables de À sur laquelle f est intégrable. 


Pour n > v, on a: 
[ If - | LA +] (LA. 
A, À, A, \4 


[|] v 


D'autre part 4,\4, est cubable; (x, y) ++ (x? + y?)%? qui est continue et bornée, est 
intégrable sur 4,\4,; on constate: 


| (x? + y°)7%* dx dy < | (x? + y) 7%? dx dy, 
AM, CAC, 


avec C, = {(x,y)e R?|x? + y? < n°}. 
Compte tenu de « > 2, un calcul de la dernière intégrale en coordonnées polaires fournit la 
majoration : 


2kn 2kr 
I < (VIT — n°) < es 
, @ — 2 aœ — 2 


La suite (| un) est ainsi majorée, et donc convergente. 0 
À, 


PROPOSITION II. — Soit f une application continue, à valeurs dans E, définie sur 4\{(0, O)}, où À 
est une partie compacte de R?. On suppose que À admet un sous-ensemble de la forme: 


= !(p cos 8, p sin 0){6, < 8 < 6,) À (0 < p < a);, (8,, 8,, a donnés avec O0 < 8, — 0, < 27) 
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et que, pour tout ne N*, 4, = {(x, y)e Alx? + y? > 1/n°?} est un compact cubable. Dans ces 
conditions : 


i) S'il existe « < 2 et ke R% tels qu’au voisinage de (0, 0) on ait: 
Ce? + yJ IX, nil < k 


alors f admet une intégrale impropre (sur 4\{0, 0}), que, par convention, on note: | . 
ii) S'il existe « > 2et ke R* tels qu'au voisinage de (0, 0) on ait: A 


2 + PIC, I > & 


alors f n’admet pas d’intégrale impropre. 


La vérification est laissée au lecteur. ON 

REMARQUES. — a) La proposition II s'étend au cas où f est définie sur A4\{(6, n)!, où (E, n) est un 
point quelconque de R? (on remplace alors x? + y? par (x — E)? + (y — n)?). 

b) Le lecteur montrera que les propositions I et II et la remarque a) s'étendent au cas: 4 € R; 
la valeur « critique » de «x est alors 3 (au lieu de 2). 


EXEMPLE. — Potentiel newtonien. 
Dans R° considéré comme un espace affine euclidien, on considère la boule fermé À, de centre O, 


de rayon R. On appelle potentiel créé par une répartition de masse de densité 1 sur 4, l'application 
U: R° — R définie par 


— ll dx dy dz 
AN Tee 0 = rec ge 


© Justifions cette définition. Si (£, n, 6) # À, l'existence de U(E, n, C)est acquise par le fait que la 
fonction à intégrer f est définie et continue sur la boule fermée 4. 


Si (6, n, 6) € À, on justifie l'existence de l'intégrale triple par la proposition II, étendue à À < R?: 
ici & = |. 


© Calculons maintenant le potentiel, en remarquant que U prend ia même valeur en tous les 
points d'une sphère de centre 0. Ainsi: 


U(É, n; 6) = U(0, 0, p), où p = (E? + n? + Ce 


Calcul de U(0, 0, p), pour p > R. — Un passage en coordonnées sphériques donne, sans 


difficulté : 
r? sin 0 dr d8 
U(0, 0, p) = ca) à 
o (r? + p? — 2prcos (r2 + p? — 2pr cos 8)!/2 


Le) 


ce qui s'écrit: 


2n FR 
U(0, 0, p) = =. rg(r) dr 
p 


e 
avec: 
gr) = Er? + p? — 2pr cos 8}!/2}5 = |p + r| — |p — rl. 


On trouve: 


4n [R 4rR° 
U(0,0, p) = — | r?dr = 
P “o 3p 


En introduisant la masse m = 4rR°/3, on obtient : U(0, 0, p) = m/p. 
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Calcul de U(0, 0, p) pour 0 < p < KR. — Posons P = (0, 0, p) et, pour n naturel non nul: 
C, = {M € Alp — 1/n < d(O, M}< p + 1/n} 


B, = {Me Ald(P, M) < 1//n}; K, = AKC, nB,) 


On constate que, (pourvu que n, soit choisi assez grand), (K,y>n, St UNE suite exhaustive de 
compacts cubables de 4\{P} sur laquelle f est intégrable. On a donc: 


U(0,0,p) = lim | f 
n+ + K, 


La fonction continue positive f'est intégrable sur la partie cubable C,\B, de R*, et y admet V/n 
pour majorant. L'intégrale de f sur C,\B, est donc majorée par: 


Bras (+) (9) 


On en déduit : 
lim | f=0 et U(P)= lim | J. 
nr + C,\B, nr +x A\C, 


On calcule, comme ci-dessus : 


2x fa E à l 
| f = — [| rg(r) dr + | rg(r) dr | avec p, = min (r p + ) 
: p ñ 


0 n, 


On en déduit : 


4n à à 
U = 2 d e 2 2 
(0, 0, p) = || 4 + | ro dr | = 2ntR — p°/3) 


p 0 p 


Calcul de U(0, 0, 0). — On prend: 


1 
K, = le» z)e A|x? + y? +2? > 
n 


Ici K, est un compact cubable de 4. On a: 


fr-(l 2) (l smo@). [re 


OC oO 
ñn 


et: 
U(0, 0, 0) = 27R°. 


En conclusion, avec la notation p = (£? + n°? + C2)l//2: 


m » 
U(,n,Ü) = — si p>R; 
p 


mf3  p? | 
U(E, n, 0) = — D ns S Pp< 
R 2 2R 


A 
À 


L'application U: R° — R est ainsi continue. 
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8.2. INTÉGRALES MULTIPLES 
DÉPENDANT D'UN PARAMÈTRE 


8.2.1. Extension de résultats sur les intégrales simples 


En reprenant les démonstrations du 111.8. 1.8, le lecteur établira sans difficulté : 


THÉORÈME I. — Soient À un compact cubable de R?, E un espace topologique, F un espace de 


Banach, et enfin: 
fAxE-F (x,u) + f(x, u) 


une application continue. Alors l'application : 
DEF u — [rosés 
A 
est continue. 


THÉORÈME II. — Soient À un compact cubable de R?, J un intervalle de R, F un espace de Banach, 
et enfin: 
f:.AxJ—F (x,t) mf(x,t) 
une application continue telle que la dérivée partielle jf existe et soit continue sur À x J. 


Alors l'application ®:J > F 1 | f{(x,t) dx est continûment dérivable, et, pour tout ! € J': 
À 


d'(t) — | Ji Ux, t) dx. 
À 


EXERCICES 


8.1. — Existence et calcul de Îl f(x, y) dx dy dans les cas suivants: 
A 


f(x, y) = … A © R? définie par... 
67 KE x >0, y2>0 
y'(x? + y? + 1)7" x>0, y>0 
xy/(x — 1)(x — 2) 0O<x<1, 0O<7y< x — x° 
(x? + y? + 1) y? < 2x. 


8.2. — a) Existence et calcul de: 
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X — 
b) A © R° étant définie par :(x > 1)A(y > 1), dispose-t-on de (l . dx dy? 


A(x + y} 


8.3. — Soit À « R? définie par: (0<x<1A(0O<7y< 1) 


| dx dy 
a) Existence et calcul de I = : 
Al — xy 
li Logt a nr? 
b) Comparer 1 à J = dt. En déduire: Ÿ — = — 


8.4. — Soit À € R? définie par: (x > 0) À (y > 0). 
dx dy 
a) Existence et calcul de ONE TP RE 2 
A(1 + x)(1 + xy*) 


*æ® Logt 
— de. 


b) En déduire la valeur de | 


2 
o  î? 


+ æ /r 
8.5. — Retrouver légalité | et" dt = Fa en étudiant 
O0 


t 2 1 p-(u?+ 1)? 
DR, >R t (| e- du) + | ——— du. 
: o U +l 


8.6. — Soit (a, b, c)e R* tel que a > 0 et ac — b? > O. Justifier légalité: 


K 
Il exp(— (ax? + 2bxy + cy?)) dx dy = —— 
R? 


V/ac hp? 


(On utilisera un changement de base orthonormée de R?). 


8.7. — On donne @e R' et on pose a = sh +. 
+ wo + oo 
a) Justifier l'existence de 1 = | e-a cos t? dt et J = | ea sin t? dt. 


00 — @ 


b) Justifier les égalités : 


1? — J? = [ e-ax?+}) cos (x? + y?) dx dy; 
R? 


21J = Il e-aix?+y") sin (x? + y*) dx dy. 
R? 


Calculer les deux intégrales doubles. 
c) En déduire des expressions de 1 et J. 


8.8. — Soit À € R° définie par: (x > O0 À (y > 0). 


a) Existence et calcul de | | e *? sin y dx dy. 


A 
| *®sint 
b) En déduire la valeur de —— dt, 
0 t 
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8.9. — Existence et cafcul de: 


| 1 1 
Îf, - : MB + Je dy, (M = (x, y) 


où À désigne le domaine intérieur au triangle équilatéral 4 BC. 


8.10. — Soit F l’un des foyers de lellipse : 


Calculer le potentiel newtonien créé en F par une répartition de masse de densité 1 


sur le compact : 


x? y? +2? 1 
— + < ; 
a? b? 


À = {ex y,z)eR* 
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